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Modern Fizika
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Bevezetés

Cél: megérteni az ujsaghireket, legalabb kvalitetive. Azért vagyunk egyiitt, hogy a megértést noveljik.
Nem til sok matematika (legfeljebb differencidlds, 1D integrdlds), inkdbb fizikai képek. Beleszdlni
szabad! Szdmonkérés: teszt, javitdsért szébeli felelet.

Koényv: Kenneth S. Krane: Modern Physics

“Hagyomdnyos” (klasszikus) fizika: a jelenségek szem el6tt voltak, a fogalmak magédtdl értetéddek,
vagy legalabbis konnyen megérthetéek voltak (sebesség, erd, dramlds, alakvaltozds, hémérséklet, stb.).
Ez a XIX. szdzadban kezdett arnyalédni (hétan, entrépia, elektrodinamika, elektromos és méagneses
mez8k), de még mindig koznapi ésszel felfoghaté volt. Modern fizika: fogalmak definidldsa (tOmeg,
toltés, tér és id6, hely és impulzus)

Mik a “tények”? Mik irjak le a jelenségeket? Példaul figyeljiink egy egy vonalban gurulé golyét.
Létés: rengeteg informacié!? Utkoztessiink egy tesztgolyénuk, amelynek tomege egy egységnyi tomeg
egész szadmszorosa, és kezdetben all. Az {itkozés utdn a tesztgolyd elkezd gurulni, és leesik az asztalrdl.
Mérjik: az itkozés utdn mennyi id6 alatt esik le az asztalrél. Szamolds: a mi golyénk m témegi
és v sebességgel megy, a tesztgolyd M = nM, tomegl, 0 sebességli kezdetben; a végén a tesztgolyd
sebessége V', a mi golyénk sebessége v'. Az asztal peremétdl szdmolt tavolsdg s legyen. A leesési id6
tehédt ¢ = s/V. Az litkozés sordn tegyiik fel, hogy az energia és az impulzus megmarad:
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Innen az n-szeres tomegii tesztgolyd leesési idejeire, t,-re végtelen sok szdmot kapunk. Kisérlet: csak
ezt a végtelen sok szamot latja. De felfedezhetjiik, hogy n fliggvényében az eredmény egy egyenesre
5 s
tn=A+Bn = A=—,B

esik!
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Tehat a guruld goly6 nem végtelen sok adattal jellemezhetd! Elég csak kettd: ez lehet A és B, de lehet
v és m vagy éppen az energia és az impulzus.

A modern fizika igy miikddik: el6szor meg kell taldlnunk azokat a “relevans fogalmakat”, amelyek
a megfigyelt rendszert leirjak: ezek sokszor nem maguktdl értetédnek, és akar intuicio-ellenesek is
lehetnek. De el kell fogadnunk, hogy ilyen a természet.

Relativitaselmélet

Michelson-Morley kisérlet (1887) = fény minden koordindtarendszerben c¢

meglep6 klasszikusan egy V' sebességli auté egy v sebességli vonatbdol V' — v sebességiinek latszik — ha
az autd fény, a vonatbdl is ¢ sebességiinek latszik!?



Mi kovetkezik ebbdl? Gondolatkisérletek sorozata (Einstein, 1905) — kivételes helyzet, mikor gondo-
latkisérletek elegendoek! Altaliban egy v sebességli vonaton utazé és a foldon &llé megfigyelét ha-
sonlitjuk 6ssze. A vonat dltal mért mennyiségeket mindig vesszével jeldljiik. Tehat Michelson-Morley
szerint ¢ = ¢

Hatarsebesség: fényképezés a vonatok = fény hatarsebesség

Merdleges tavolsagok: vonat belefér az alagutba = a mer6leges tavolsdgok nem valtoznak:
h = h.

Id6: mérjiik az idét fényoraval, és tegyiik az 6rat a vonatra. Ha h az éra merdleges hossza, a periédusid6
2h
t;er - ? . (4)

A f6ldon all6 megfigyeld szerint:

2 Vi per 2h 1
tperZE\/h“r( ; )2 = tperzjivz>t;er! (5)
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A 161di megfigyel6 tigy latja, hogy amig a fény egyet pattan, az tobb id6be telik, mint ahogy a vonaton
ilé megfigyeld latja. Mds szavakkal: mikor a fény oda-vissza pattan, a foldi megfigyel drdja t,., idot
mutat, a vonaton iil§ érdja ¢, < tpe, id6t = a vonaton ilé ordja lassabban jdr. Altaldban ha a
foldi éraja t-t mutat, akkor a vonaton il6 6raja

U2

vV =t/1- =, 6
- (6)

korabbi id6épontot mutat.

Erdekesség: a vonaton 1l6 pontosan ugyanezzel a gondolatmenettel a foldi megfigyelé dérajat latja

lassabbnak! Késébb visszatériink erre.

Atirds: ha kis id8ket néziink ¢ — dt, t' — dr ({gy szoktdk jelolni annak a rendszernek az idejét, ahol
all az 6ra — sajdtidd) , és hasznaljuk fel, hogy v = dx/dt; ezzel

1 (dz\?
dt' = dt\[1- <df> = 2dr? = Adt? — da?. (7)

Mivel a sajatidé pontosan definidlt, ha més, nem foldi megfigyel$ szemével nézziik, akkor is ugyanaz
lesz a bal oldal. Emiatt a
ds* = Adt* — da? (8)

allandé, barmilyen rendszerbél is nézziik.
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Altaldban megjelenik ez a 1/1 — 2—2 (Lorentz-)faktor, hogyan is néz ki?
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Yy = 1_§7x:% = y2+$2:1, (9)

egy egységnyi sugard kor! Példéak:

v/c y 1y
0.1 | 0.995 | 1.005
0.5 |0.866 | 1.155
0.9 |0436| 2.204
099 |0.14 | 7.089
0.999 | 0.044 | 22.366

Parhuzamos tavolsiagok: vonaton elhelyeziink egy ¢’ hosszii, menetirdnyt rudat, és egy fényjelet
oda-vissza pattintunk. Ennek ideje
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!
tper - 77 (10)
Ez a foldi megfigyel6 orajan
tper 20 1
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hosszunak latszik. Ugyanakkor kozvetleniil a fényjelet figyelve a f6ldi megfigyeld altal mért periddusido:
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A két képlet csak akkor van 6sszhangban, ha

! U2 /
(=0\1-5<t. (13)

Vagyis az allé megfigyel6 rovidebbnek latja a vonaton levé rid hosszét!

Erre lehetett volna masik gondolatmenetet is alkalmazni: elinditunk egy jelet a rid egyik végérol, és
ugyanakkor a masik végén elinditunk egy stoppert, a fényjel beérkezésekor az eltelt idé a vonaton

U
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Ugyanezt a f6ldon allé6 megfigyeld
14
the = 15
b c—v (15)
ido alatt latja bekovetkezni. Ez lathatélag nem a fele a kifejezésnek = mé&s hosszeltolddast
kapunk!!

Mi az oka, hogy most mas eredményt kaptunk? Hol a hiba = “ugyanakkor”!

Mit jelent ez a szd, hogy két helyen ugyanakkor torténnek az események? Nem magatdl értetédd, ezt
is definidlnunk kell pontosan!!

Megfigyel6k szinronizdldsa: megfigyelSket liltetiink a tér minden pontjdra, keziikkben 6ra (Smith
iigynokok, vagy megannyi Elrond tr). Ezeket az 6rdkat szinkronizdljdk, hogy mind tudja, mikor is van
egy adott id6épont, amikor mondjuk a fényjelet inditania kell.

Hogyan csindljuk a szinkronizalast? Van egy kozponti megfigyelo, a fondk, aki az origéban il. Nézziik
a tole £ tavolsagra ul6 testvérét. Megallapodnak, hogy a fonok, amikor elinditja a sajat orajat, rogton
egy jelet is indit a mésik felé. A masik, amikor beérkezik hozza a fényjel, tudja, hogy a fénok érajan £/c
az id6, igy 6 is onnan inditja az 6réjat. Vagyis & bedllitja az érajat £/c idore, és vér, hogy beérkezzen



a fényjel, és mikor bejon, elinditja az érat. Emiatt minden Smith ligynok oraja pontosan ugyanazt az
id6t fogja mutatni!

(Megjegyzés: nem is kell til messze menni, a szamitégépek memoridjanak “lasstisdga” azért van, mert
a CPU-tdl kb. 10cm-re vannak!)

Biztos ez? A foldi Smith tigynokdk elvégzik a szinkronizédldst, és kivancsian figyelik a vonaton l6
Smith iigynokok tevékenységét. Mit latnak? A vonaton iilé f6ndk elinditja a fényjelet, és az elmegy a
tarsahoz. A tarsa £ tavolsagra van, a fényjel a vonathoz képest ¢ — v sebességgel megy, azaz
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ha a vonatbeli tavolsdggal akarjuk kifejezni, ami az altalunk mértnél hosszabb. A féndk 6raja ekkor

2 g/ 2 E’
Eronon = toe\| 1 — %2 - (1 - ”) == (1 + 3) (17)

c—v c?

id6t mutat, hiszen a vonaton lassabban jarnak az érédk. Ugyanakkor a beosztott az orajat

El
t = _ 18
beosztott c ( )

idépontrdl inditja a megbeszélés szerint! Ezek szerint a beosztott orija késik a fonok orajahoz vis-
zonyitva, éppen

, =
v o2

t/fonok - téeosztatt = 072 - 5" (19)

Ez azt jelenti, hogy az 6rék szinkronizélasét elrontottak!!

Ez a hiba megmarad: ha a mi 6rank t idépontot mutat, vagyis a fonok éréja

t =t\/1- v (20)
fonok — 2

idépontot mutat, akkor a téle £ tavolsdgra iil6 tarsa éréjan
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Eszrevehetjijk, hogy x = ¢ 4+ vt pontosan a bosztott helye ¢ id6 milva, hiszen a vonat v sebességgel
halad. Ezért az x helyen levé beosztott 6rdjan ¢ id6 mulva

(21)

az id6. Ezt atalakitva

Qw‘ <

v

pp— (23)

idépont lesz.



Ehhez még vegyiik hozzd azt a mar latott Osszefiiggést, hogy az x helyen levd beosztott tavolsagat a

fonok milyen messzinek latja:

o l _ ozt . (24)
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Tehat az torténik, hogy a vonaton il6é megfigyelék a teret és az id6t is masként értelmezik: ami
szerintiink x helyen torténik ¢ id6 mulva, azt az 6 rendszeriik

xr — vt

i g
'Uz’ 'U2
1-% 1-%

helyen és id6ében levének latjal!! Az els6 a tdvolsagok elmérése, a masodik az idépontok elmérése mellett
az 6rak rossz szinkronizalasdnak kovetkezménye! Ezt a kifejezést hivjuk Lorentz-transzformdcionak.

/
xr =

(25)

Igenam, de a vonaton iil6 megfigyel6 forditva érvel! Szaméra mi mozgunk, —v sebességgel. Példaul
azt mondja, hogy szerinte mi mozgunk csigalassisaggal, és ezt bizonyitja is: a mi origonk el6tt éppen
elhiz6 beosztott az ordjara mutogat, és az oraja tényleg gyorsabban jar, hiszen x = 0-t beirva

t'(z=0)= ———. (26)

De ez &riilet, hiszen ez csak azért van (szerintiink), mert a vonaton tl6k rosszul szinkronizaltdk az
oréikat, és hidba mozognak csigalasstisaggal, a rosszul szinkronizalt érak egyszeriien tobbet mutatnak,
mint kellene. Mert ugyanis az 6 origéjukrdl késziilt felvételeken (amiket a mi tigynokeink vettek fel
akkor, amikor az § origéjuk elhaladt el6ttiik) a f6nok éraja ¢ id6 milva

t'(x = vt) :t\/l—Z—z (27)

idépontot mutat, azaz tényleg lassabban jar!

Az Orjité az, hogy nem lehet eldonteni, kinek van igaza. Ha ugyanis kifejezziik t, z-et a t/, 2’ segitségével
a képletbél, ugyanolyan kifejezést kapunk

p T
x4 vt T2
T = L’ R (28)
V2 1 V2
1 _ 2
c? c?

Sajnos el kell ismerniink, hogy 6 ugyanolyan joggal tartja magat all6 megfigyelonek, mint mi, hiszen
az 6 rendszerébdl a mi rendszeriink éppuigy torzult, mint a mi rendszeriinkbdl az 6 rendszere.

Sebességtsszeadds: most tekintsiink egy mozgd autét, amely a f6ldon V' sebességgel halad. Milyen
gyorsnak latja ezt a vonaton Ulé tarsasag?

Ennek az autonak a helye x = Vt, ezt beirva a képletbe:

t(l—v>
V — o)t 2
x = Vvt v)27 t = 762 , (29)
v v
1_(:72 1_67

azaz O is egyenletes sebességiinek latja a mozgast, amelynek sebessége azonban

/
p_ T V—wv
V—t/—ivv (30)
==



Ha példdul az auté fénysebességgel halad, azaz V = ¢, akkor a fenti képlet azt adja, hogy V' = ¢!
Tehat tényleg konzisztens a leirds, a fénysebesség minden rendszerben fénysebességlinek latszik.

A forditott kifejezés ugyanilyen alakd, csak v — —wv, azaz
V'i+o

Vo
1427

V= (31)

2
Ez ismét a konzisztenciat mutatja.
Jéatsszunk el ezzel a képlettel: ha V' = ¢ <« v, azaz a vonaton valaki nagyon lassan elkezd mozogni,

akkor mi a sebességét els6 rendben

2
v+e v

V= +EU~U+5<1_2) (32)

c

1+ —

c

nagysagunak latjuk.

Ebbél gyorsuldst is kaphatunk: ha a vonat a sajit rendszerében egy kis ¢’ id6 alatt e-nal novelte a

sebességét, akkor az altala mért gyorsulas

€ V —wv 1 a
=T — = N (33)
1— — v
e (15)

ahol a = (V — v)/t az ltalunk mért gyorsulds.

Péld4ul, ha a vonat gyorsuldsa éllandé @’ = g a sajat rendszerében (pl. egy allandé teljesitményii
rakétdt tizemeltet), akkor a mi rendszeriinkben a sebességének névekedése

dv 02\ /2

Ennek megolddsa, ha v(0) =0
gt

v
gt=—— = y(t)= —L
1)2 g2t2
Vi—a L+

Vagyis kezdetben gt szerint n6 a sebesség, de késobb lelassul a novekedés, és végiil c-hez tart a sebesség.

(35)

Kifejezhetjiik a megtett utat is
2
z(t) =
() -

2t2
% 1+g—11. (36)

Ez nem tananyag, de kifejezhetjiik a sajatidot is. Mivel

2 272
2_ 2,92 232 2_ 4 9(¢€ _ Ccdx
ds* = c*dr® = c°dt” — da* = dx (1}2—1)—9%2, (37)
azaz d d
de—f: z —. (38)
g qr
ey (G +1) -1

Vagyis a foldi megfigyel6 szerinti 0-t6l L-ig terjedd Ut megtételéhez sziikséges id6 az utazd szem-

pontjabdl
T d
= / - . (39)
0 gr




Uj véltozé

coshu = % +1, dusinhu = %dm. (40)
c ¢
Innen -
L L L\’
T:/du:farcosh 1+ ) =mi+ (12} —1]. (41)
g c2 g c2 c2
0
Kis és nagy L-ekre ez
V2gL, ha L kicsi
= 2gL
T < In LQ, ha L nagy. (42)
g c

Kis tavolsagok esetén a klasszikus kifejezést kapjuk, nagy tavolsadgokra azonban csak logaritmikusan
né a sajatidd!
Dinamika: gyorsitsunk egy testet a vonaton! Az erdméré kitér, és mutat mondjuk 1N-t: ezt le-
olvashatjuk mi is! Tehdt az er6 nem fiigg a megfigyel§ sebességétél.
Ekkor a vonaton:

moa’ = F (43)
Newton egyenlet lesz igaz. Ezt a foldi megfigyelé minek latja? A korabbiak szerint

my——2 = F. (44)

(1 - Uz>3/2
C
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dt 02
Vi- =

Mivel az eré impulzusvaltozast okoz, ezért a gyorsulasbdl azt a kdvetkeztetést vonjuk le, hogy a test

impulzusa
mov
P=—F—
W1 v
2

Mivel a test sebessége a gyorsulds pillanatdban v (a vonat sebessége), ezért mi azt latjuk, hogy a test

tomege:
mo
m = ——= > My.
02
1= =
2

Tehdat a foldi megfigyel6 mérése szerint a vonaton levo test tomege nagyobb, mint a vonaton levo
megfigyeld szerint. A foldi megfigyel6 szerint emiatt nem tud a test c-re gyorsulni.

Ezt teljes derivéltta alakithatjuk:

(46)

(47)

Kiszdmithatjuk az energiavaltozést is. A teljesitmény (idSegység alatti energiaviltozés) Fv, azaz

dFE mov dv d  moc?
E—FU—7U2 3/2E—£7f02. (48)
(%) e
Ez azt jelenti, hogy a test energidja
E = mc>. (49)
Ez Einstein hires képlete!
Megjegyezziik, hogy
24 _ 0222
B? - pre? = T — e, (50)
==



azaz

E = \/p?c2 + m3ct. (51)

Nulla impulzus esetén

E(p =0) = moc?, (52)
ez a test nyugalmi energidja — a tomeg megsemmisitésével ekkora energia szabadithaté fel! Kis im-
pulzusra
2 p?
E ~ mgyc o 53
oc” + 9mg (53)

a novekmény a klasszikus kinetikus (mozgési) energidja.

3 A gravitacié fizikaja: az altalanos relativitaselmélet

A fénysebesség kiillonbo6z6 koordinétarendszerbeli allandésdganak meglepd eredménye atformalta a Newtoni
mechanika, és az amogott levd (Galilei-féle) téridé elképzelést. A kiilonbozé megfigyelSk nem csak a teret,
hanem az id6t is masképpen koordinatdzzak, a megfigyelok o6rai nemcsak masképp jarnak, hanem még
szinkronizalva sincsenek. Emiatt nincs abszolit ido, és nem beszélhetiink egyidejliségrél: mindez csak egy
adott megfigyel$ szamaéra jelentkezik.

Volt a XIX. szazad végefelé egy hasonléan meglep6 mérési eredmény, bar elsé pillantdsra nem tiint
ellentmondéasban levének a korabbi tapasztalatokkal. Ez stlyos és tehetetlen témeg azonossiga. Ha egy
testre F' erovel hatunk, annak gyorsulasat a Newton-torvény alapjan

F=ma (54)

hatdrozza meg. Az ardnyossagi tényezo a tehetetlen tomeg. A kiillonboz6 er6hatdsok koziil a gravitacios erd
aranyos a test “méretével”, amely a tapasztalatok szerint szintén egy tomeg jellegii mennyiséghbol, a sulyos
tomegbol szarmazik:

mMG
4mr?
ahol g helyi gravitaciés tér jellemzdbje, illetve G a Newton-allandé. Elvileg m és m nem kell, hogy azonos
legyen, az ardnyossagi tényezo6 fligghet a kortilményektol, példaul az anyagi minéségtol.

A két témeg ekvivalencidjahoz ellendrizni kell az ardnyossiagi tényez6é anyagi mindség fiiggetlenségét.
Ehhez azt hasznalhatjuk, hogy a Foldon mérhetd gravitacids er6 valdjaban két erd ereddje: a Fold tomegvonzasa
mellett a forgé Fold centrifugdlis ereje (F.; = mw?r) is hat. A centrifugdlis erd valéjaban a forgé rendszer gy-
orsuldsa, ezért a centrifugdlis er6 a tehetetlen tomeggel ardanyos, mig a Fold témegvonzasa a sulyos tomeggel.
Ha az ardnyossagi tényezo anyagfiiggd, akkor a Fold kiillonbozé erével vonzza a kiilonb6z6 anyagi min6ségi
testeket, az er6kiilénbség kimutathaté. Az Eotvos Lordnd altal 1880-t4l fejlesztett inga, amivel a fold felszini
gravitacios teret lehetett pontosan felmérni, alkalmas volt a két tomeg ekvivalencidjanak meghatirozasara
is (1908, kb. % < 107?). Az egyik legpontosabb mai mérés a Satellite Test of the Equivalence Principle
(STEP) {irben kering kiilonbozé mindségii testek palyajanak azonossagabdl < 10717,

Ha a két tomeg ennyire pontosan egyezik, akkor ez erGsen arra utal, hogy a két effektus, azaz a gyor-
suldsbdl szdrmazo erd (inercidlis erd) és a gravitdcids erd ugyanolyan gyokerti (ekvivalencia-elv). Vagyis a
gravitacié tulajdonképpen geometriai eredetii.

Példaul forgoé test inercidlis ereje, gyorsuld lift inercidlis ereje. Kiviil egyenes vonalii mozgas, beliilrdl
parabolanak tiinik.

Két dimenziés példa: tekintsiink egy gorbiilt feliiletet, és azon mozogjon egy test kiils6 erdhatastol
fliggetleniil. Milyen lesz a mozgésa feliilrol nézve? Helyezziink sikba valahol bele egy gombsiiveget. Gombon
az egyenes palyak a gomb fékoreinek mentén mennek, ez oldalrél nézve ellipszis: vagyis felilr6l nézve
a stkon egyenes palydn megyiink, a gombhoz érve egy ellipszis-szeletre valtunk, majd ismét egyenesen
megyink. A pélya tehat gorbiilt, annak ellenére, hogy nem hatott kiils§ er6. Magyarazat: a feliileten
tartas kényszererejének van sikbeli vetiilete, azaz a pdlya elgorbiil.

Forow =g = (55)



Minél gorbiiltebb a feliilet, annal jobban gorbiil a pélya is. Ezt 4D-s téridore alkalmazva Einstein azt
javasolta, hogy a térid6 gorbiilete hatdrozza meg a gravitaciét, maga a téridé gorbiilet pedig a tomegbdl
(energiabdl) szdrmazik. Ez az Einstein-egyenlet (1915)

1 81
R;U/ - §gul/R = CTTWM (56)
ahol R a gorbiiletre jellemz6 mennyiség, g a geometris mésik jellemzdje (metrikus tenzor), T az anyag energia
és impulzus nagysdgat és dramldsdt lefré mennyiség (energia-impulzus tenzor). A gorbiilet definicidja: zart
gbrbén korbevisziink egy vektort, mennyit tériil el — kapcsolatban van a hdromszog szdgeinek Osszegével. Az
Einstein-egyenletek valéjaban a g, helyi geometriai mutatéra vonatkoznak. Mi ennek a jelentése?

3.1 A tér és ido6 koordinatazasa, ivhossz

Minden megfigyeld, aki a vildgot szemléli, valéjaban gy miikddik, hogy szétkiildi megfigyeléit a tér min-
den pontjdba, akik keziikben oraval a lokélis kornyezetiiket figyelik. Ezzel a fizika tér minden pontjat
az lgynok koordinatajaval jellemezhetjiik, mig az esemény id6pontjardl az tigynok ordjan lathatéd idépont
ad informdcidt. Ilyen mddon a teret és id6t koordindtdzzuk, a fizikai tér eseményeit (¢,x) adatokkal jelle-
mezzilk. Habar megprébaljuk természetesen ezeket az ligynokoket Gsszehangolni, értelmes modon definidlva
a tavolsagukat és értelmes mddon szinkronizalva az ordikat, de, ahogy lattuk, ami az egyik rendszerben
tokéletesen magatdl értetédo, a méasik rendszerbdl nézve elrontott szinkronnak tiinhet.

Az inercialis megfigyelGket az jeloli ki, hogy szdmukra a fénysebesség allandé. Ennek kdvetkezménye volt,
ahogy lattuk, hogy egy vonatban utazé éra altal mutatott dr idétartam a kiilsé rendszerben mért dt idénél

kisebb lesz:
i V2

Ez alatt a kis id6 alatt az megfigyelt ora helyzete megvéltozott dz = vdt-vel. Innen a sebességet kikiiszobdlve
kapjuk
Adr? = Pdt? — da?. (58)

Azonban a vonaton utazé 6rat barmilyen sebességli masik rendszerbdl nézhetjiik, ahol dt’ az eltelt id6 és v’
a relativ sebesség; mivel ott is v/ = dz’/dt’, ugyanezt a fenti osszefliggést kapjuk. Tehdt

ds* = Adt* — dz* = konstans, (59)

barmely rendszerbdl figyeljiik is: azt szoktdk iwhossznak hivni. Specidlisan fényjelre v = ¢, azaz ds = 0, ez
igaz barmely inercidlis megfigyel6 esetén.

Az elnevezést az indokolja, hogy egy koordinatarendszerben egy dz és dy szakaszok kiilonbsége dr? =
dz? + dy? hosszisagu szakaszt eredményez. Kiilonbozé koordinatarendszerekben dx és dy véltozhat, azonban
a hossz ugyanaz marad. Specidlisan dy = 0 esetben dx = dr, de minden maés koordindtarendszerben az x-
vetiilet kisebb ennél.

Mit kapunk, ha a vonatban mozgd testet figyeljik? Ha a vonatban z’ a koordindta, akkor az &ll6
megfigyel szerinti helyzete

r=1'+vt = dr=dz' +vdt (60)

lesz a térben és idGben kozeli események térbeli tavolsiga. Ezt visszairva kapjuk:
2
ds* = (1 — %)czdt2 — 2% cdt da’ — da’?. (61)
c c

Ha ilyen furcsa koordindtézdst vdlasztunk (azaz mi dllunk, de a helyzetet a vonathoz képest mérjiik), akkor
a ds? kifejezése elbonyolddik, dltaldnos esetben

ds? = goocPdt® + 2go1cdt dx + g11da?. (62)
All6 megfigyels sajat koordindtarendszerében tehat

goo =1, go1 =0, g1 = —1, (63)



mig ha a tavolsagokat egy mozgd rendszerbdl nézziik, akkor
2
v v
e 1 - 5, = - = —1 64
goo 2 go1 c 911 (64)
A ¢ komponensek tehat a koordinatazastdl fiiggenek.
Mi ezeknek az egytitthatéknak a jelentése? Ha a koordindtainkban all6 objektumot néziink, azaz dx = 0,

akkor két esemény kozotti ivhossz:
d82 = goodtz. (65)

az eltelt id6. A bal oldal koordinatarendszer-fiiggetlen, ezért a kiilonb6z6 koordindtarendszerekben megfigyelt
ugyanazon események kiilonbségére

dt\/goo = ds = konstans. (66)
Legyen most az A rendszer az, ahol all a megfigyelt objektum, azaz g(()gl)
koordinatarendszer, ahol az objektum v sebességgel mozog. Erre

2
th:dth/QOO — dtB\ll—% (67)
C

a specialis relativitdselméletv példajan. Abbdl a koordinatarendszerbol nézve tehat, ahol az objektum mozog,
az id6tartamok hosszabbnak tiinnek, onnan nézve tehat a mozgd objektum érai lelassulnak. Vagyis gog irja
le az orak lelassulasat.

A tér méréséhez ugyantigy jarunk el, mint korabban mondtuk. Fényjelet bocsdtunk egy pontbdl a kozeli,
koordinatakban dz-szel beljebb lev6 helyre, onnan visszatiikrozziik a jelet az eredeti pontba. Fényjel terjedése
esetén ds = 0, ezt megoldhatjuk dt-re:

= 1, a B rendszer legyen az a

0= g()()CZdIf2 + 2901Cdt dx + glld.132. (68)

Ez egy mésodfoki egyenlet, a gyokei azt az idokiilonbséget jelzik, amikor a fényjel a dz-szel beljebb levd
pontba megérkezik: ez a kiilonbség persze lehet pozitiv vagy negativ is, annak megfeleléen, hogy a fényjel

oda megy, vagy onnan jon:
dr —go1 + /93, —
dts = ar —goi 901 — goog11 (69)
c

goo
A 0-bdl elindulés és oda visszaéerkezés kozott eltelt id6 tehat

2dz /g%, —
5t = dt, — dt_ =~ V9oL — 900911 (70)

c goo

Hogy a kiilonb6z6 koordinatarendszereket 6ssze tudjuk hasonlitani, fejezziik ezt ki az 4116 koordindtarendszerben
mért 0t 4 id6kiilonbséggel. A képlet alapjan

5ty = 2dz /g5, — googi1 (71)
¢ v/ g0o

A kiilonb6z6 koordinatarendszerek altal ugyanazon rid dx hosszara tehat a kovetkzo Osszefiiggés igaz:

5 ot
dxy | —g11 + gor _ LA _ konstans. (72)
900 2

Mivel a referencia all6 rendszeriinkben az egyiitthaté 1, ezért

/ 2
dra =drpy|—g11 + gﬂ, (73)
goo

vagyis ez a mennyiség irja le a tavolsdgmérések ardnyat. Példaul ha &llé rendszerbdl mériink, ahol a bal
oldal egyszertien dx 4, és ha a rid mozgé vonaton van, akkor

doy — 98 (74)

==
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Az 6rak szinkronizalasa ugyanezzel a logikdval megy. A dx tévolsdg nulla idépontjat a beérkezd és
visszapattano jelek idejének kozepe adja meg 4ll6 rendszerben. Ha gg; # 0, akkor a kibocsaté pont és a dx
tavolsaggal beljebb levé pontok éraja nem szinkronizalt, az idokiilonbség

dt+ +dt_ dx go1

At = —"T—— = —— Z— 75
2 ¢ 9o (75)

Az id8kiilonbséget abban a rendszerben kifejezve, ahol az 6ra &ll:

d
AtA:——x go1

c goo

(76)

Az 6rék szinkronizaldsanak természetes eljardsa tehat nem vezet szinkronizalt rendszerhez, amennyiben
go1 7# 0 — ezt lattuk kordbban is.

Ezzel tehat fényt deritettiink a g komponenseinek fizikai jelentésére: goo felelés az id6 lelassulasaért,
go1 az Orak szinkronizdlasaért, g;; kombinalva a tobbiekkel a tavolsagok torzulasaért. Ha ezek a kom-
ponsnek allanddk, mint a specialis relativitdselmélet esetén, akkor a teljes térben ugyantgy torténnek a
transzforméciok. Ha azonban g komponensei helyrol helyre valtoznak, akkor mindenhol méas az érék jarasa,
masok a kiilonbo6z6 tavolsagok; ha példaul a lokalis rendszerbol nézve azt gondoljuk, hogy egyenes vonalban
haladunk, a kiils6 megfigyel6 (mivel a meréleges és parhuzamos tévolsdgok méasképp transzformdélédnak),
mar gorbe palyat 1at!

3.2 Geometria a téridoben

Az Einstein-egyenletek megolddsa szolgaltatja g komponenseit. A megoldédssal nem fogunk foglalkozni, az
rendkiviil bonyolult. Néhany specidlis megoldas:

e gyenge gravitacids tér: ha kicsik a tomegek, akkor az 4ll6 megfigyel6 metrikus tenzora kozel van
(1,—1,—1,—1)-hez. A médosulds
2¢

goo =1+ ol (77)

a gravitacios potencidl U = my. Nagyon heurisztikusan ez dgy érthetd, hogy a klasszikus teljes energia
1

Bt = 5mfu2 + my = konstans, (78)

vagyis v?/2 valtozdsa ¢ valtozdsat jelenti. Mozgd rendszerre attérésnél v?/c? keriil goo-ba, ha ezt
atkonvertéljuk konstans energidandl potencidlis energidra, akkor ehelyett —2¢/c? frandé. A gravitdciés
potencial értéke mindig negativ, ezért gog < 1.

e Schwarzschild megoldas (1916): gombszimmetrikus esetben azt taléljuk, hogy

TG\ 24,2 er

—)cdt” —

, )e |G
r

ds* = (1 — —r2dQ. (79)

Az utolsé tag egyszeriien a sugdrra meréleges geometria valtozatlansdgat mutatja. A képletben szerepl6

ra a Schwarzschild sugar

2MG
rg = 5 -

E (80)

Ennek szémérté}{e elég kicsi, mert ¢ nagy, példaul a Fold tomege esetén kb 9 mm, a Nap esetén is csak
mintegy 3 km. Erdekes, hogy a teljes Univerzum Schwarzschild sugara 13.7 millidrd fényév, megegyezik
a koraval években.

e Kerr-Newman metrika: forgd, elektromosan t6ltott gomszimmetrikus megoldds (Kerr 1963, Kerr-
Newman 1965).

e nagyon sok egzotikus megoldds, 16késhullam (shock wave), leszakadé Univerzumok, féreglyukak, szin-
gularitdsok (kozmikus cenzor), fehér lyukak. . .
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Milyen jelenségeket figyelhetiink meg? Csinaljuk Schwarzschild metrikdban!

e goo irja le az orak lassulasat, ahogy lattuk. Emiatt egy r tavolsigban levd éra dltal mutatott dta
idotartam és a végtelen tavoli megfigyeld altal mért dt idStartam viszonya:

dty = dty |1 - "¢ < at, (81)
T

azaz a gravitaciés térbe helyezett 6rak lassabban jarnak. Atfogahnazva: ha egy o6ra elindul a gravitacié

kozpontja felé, allandd dt4 = 1 mp kozonként ugrik, akkor messzirdl figyelve az ugrasok kozotti
idékiilonbség
1
dt = ———=mp. (82)
ra
1 ¢
r

Frekvencidkra atvaltva: egy rezgés peridédusideje tpe,, akkor a korfrekvencidja w = 27 /tpe,. Az 7
tavolsdgban elhelyezett rezgés alapfrekvencidja wa = 27/dt 4, végtelen tavolrdl figyelve

w:wA,/l—TTG (83)

frekvencigjunak latszik, azaz w < wx. A fény kisebb frekvencidjunak, voérésebbnek latszik: ez a
gravitacios voroseltolodas jelensége.

Ez 6sszhangban van azzal, hogy ha a foton elindul egy gravitdld test felszinérdl, energiat veszit.
Mivel azonban nem tudja a sebességét csokkenteni, energidajat csakis a frekvencidja csokkentésével
csokkentheti (E = hw, majd 14tjuk).

Ki is lehet mérni, mert atomi dtmenetek nagyon érzékenyek a pontos frekvencidra: mar két emelet
magassagban is eltolddnak, ezt Mossbauer spektroszkdpidval lehet kimutatni (Pound-Rebka, 1959,
Harvard épiiletében).

e tavolsagok korrekcidja: mivel most gg; = 0, az 6rék szinkronizalhatdk, és a tavolsagmérések korrekcidjat

v/—g11 adja meg: a
dly = — > d¢. (84)

p
1_ 6
r

A radidlis tavolsdgok messzirél nézve tehdat kisebbnek tiinnek.

Egy egyenes vonalban haladd test tehat sugariranyban haladva a koézponthoz kozelebbinek latszik
= gorbiilt pélya, a csillag vonzza a testet. Mivel ez geometriai effektus, a fényt ugyanigy “vonzza”
mint az anyagi testeket = fényelhajlas, Einstein kereszt.

e eseményhorizont: a Schwarzschild megolddsnak van egy furcsa tulajdonsdga, r = rg-nél nullava valik
Jgoo és végtelenné g11. Ezt a sugarat eseményhorizontnak hivjuk. Itt:

— az o0rak megallni latszanak, az allandé frenkvenciaju fényforras jele nullavé valik = semmilyen
jel nem érkezik vissza r = rg-b6l = fekete lyuk.

— mennyi idé alatt jutunk el az eseményhorizontig? Tegyiik fel, hogy ds® = c?dr? jelélés esetén

dr-et folyamatosan csokkentjik dr = —vdrT mddon, ekkor
1 ra v2
272 -—+—
2, 2 TG\ 9,9 vedT _ r 2 dr
cdr = =)t = = A= e e (85)
r r

ami szingularis integralhoz vezet, ha r = rg. Ugyanakkor az egyiittmozgd megfigyel6 szerint
v = 0, és csak egy integralhatd, gyokos szingularitast kapunk.

Vagyis a végtelen messze 16 megfigyel6 szerint végtelen id6 alatt ér a test az eseményhorizontig,
de a test szerint véges id6 alatt atmegy rajta.
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— A végtelen tavoli megfigyel6 szaméra tehat csak az eseményhorizontig terjed a vildg, oddig meg-
fordithatok a mozgasok = az eseményhorzint belsejébdl nem érkezhet informéacio!
Emiatt a fekete lyukba bdrmi is esett be, nem valtoztathat a fekete lyuk fizikai tulajdonsdgain
(no hair theorem).

— Egy M témegii bolygd R sugari feszinérol a szokési sebesség

1 MG

Ha a szokési sebesség ¢, nem lehet elszokni a bolygd felszinérdl, az ehhez tartozé méret

2MG
= T2

R

E (87)

a Schwarzschild sugar.

— Mi térténik a fekete lyuk belsejében? ggo és g1 is negativva valik. Azonban az idéirdny a ds?
pozitiv egyiitthatds tagja = tér és id6 szerepet cserél — mi a tér és mi az id6?
r = 0-ban valédi szingularitas van, minden megfigyel6 szerint: “vilag vége”.

e Hol vannak fekete lyukak? Csillagfejlédés, galaxismagok, mini fekete lyukak, Hawking sugarzas.

4 Kvantummechanika

A XX. szazad elején t6bb megmagyarazhatatlan jelenség:
o fekete test sugarzas
e vonalas szinkép, emisszi6 és abszorpci
o fotoeffektus
e rontgen sugarzas spektruma
illetve késébb az ezekhez hasonlo, tervezett kisérletek:
e Compton-szoras
e parkeltés
e kis intenzitasu interferencia
Mik ezek a kisérletek? Egy résziikk a fénnyel kapcsolatos, ugyhogy roviden a fény elektroméagneses
természetérol néhany szo.
4.1 A fény mint elektromagneses hullam

Elektromégnesség = Maxwell-egyenletek (Maxwell, Faraday, Hertz).

A legfontosabb, hogy mezdkkel dolgozik, azaz R* — R? fiiggvényekkel, a tér és id6 minden pontjdhoz
hozzdrendel egy vektort. Az elektromos jelenségekért az elektromos tér E(t,x), a magneses jelenségekért a
mégneses indukeié mezé B(t,x) felel6s. Ezek képesek er6hatdst kifejteni: a Lorentz-erd

F =qF +qv x B, (88)

ahol ¢ a test toltése, v pedig a sebessége. A magneses er6hatds merdleges a sebességre, ezért nincs jaruléka
a teljesitményhez (P = v F).

Az elektromos és mégneses terek forrasai az toltések, és azok mozgasa. A Maxwell-egyenletek adjak meg
azt, hogy a toltések és az aramok hogyan vezetnek az elektromos és magneses terekhez, a Maxwell-egyenletek
megoldasaval foglalkozik az elektrodinamika. A mi szdmunkra, csakigy, mint az Einstein-egyenleteknél, nem
fontos a megoldasok pontos menete, csak az, hogy létezik megfelel6 egyenlet.
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A Maxwell-egyenletek sajatossdga, hogy létezik olyan megoldds, amely a forrdasoktol fiiggetleniil is életképes:
ezek az elektromagneses hullamok. Az elektromdagneses hullamok létezése a Maxwell-egyenletek kovetkezménye,
kisérleti kimutatdsuk Hertz nevéhez fiizédik. O azt is kideritette, hogy a fény valdjaban elektromagneses
sugdrzés. (az Einstein-egyenletekenek is van ilyen megolddsuk: ezek a gravitdcids hulldimok = gravitacids
hulldmok felfedezése). Elektromagneses hullimokat kelteni is lehet, a gyorsuld t6ltés az elektromos hulldmok
forrasa.

Az elektromédgneses sugdrzdsok szuperpondlhaték, azaz két sugdrzds nem hat egymésra (a gravitdcids
hulldmoknél nem ez a helyzet!). Ezért minden sugdrzas felépithetd elemi sugérzdsok osszegeként. Az elemi
sugarzas a monokromatikus sikhulldim megoldas:

E(t,z) = Eycos(wt — k), B(t,z) = By cos(wt — k). (89)
Az ilyen megolddsokban E ugyanazt az értéket veszi fel, ha

~2
x=ck, + k% (90)

ahol k; 1 k, c tetszbleges szdm, kak irdnyd egységvektor, n € N. Ezek egymassal parhuzamos sikok
seregét irjak le, amelyek merdlegesek k-ra, és tavolsaguk
s

k

Nézziik azt a sikot, amely ¢ = O-ban « = 0-n megy at. Ezen az E nagysiga Ey. Ha t id6 mulva nézem,
akkor az a sik, ahol E = E eltolédik k irdnyaban:

A (91)

wt—kr=0 = w:ckL—i-lAc%t. (92)
A sik eltoléddsanak sebessége tehat
w
==, 93
=" (93)
ez a fénysebesség.
A Maxwell-egyenletek meghatdrozzdk a Egy, By és k vektook viszonyét. Eszerint
1~
EQ 1L k}, Bo =-kx Eo. (94)
c
Az elektroméagneses hulldm &ltal szallitott energia sliriisége, illetve az energia dramlés stliriisége
1 1 -
w=2E>{ ~ B>=¢E>, S=ExH=—FkE> (95)
2 210 Clo
Ezek fluktudlé mennyiségek, de dtlagolhatjuk egy peridédusra
€0 142 ~
(w) = EEO’ S = kcw. (96)
Az elektroméagneses hulldimoknak impulzusa is van, az impulzussiirtiség egy periédusra vett atlaga
p=kZ. (97)
c

Tobb elektromagneses hullam 6sszegeként leirhatdk a gombhullamok, amelyek egy pontszerii forras altal
kibocsatott sugarzast irjak le:
cos(wt — kr)

E(tx):EOfa B(tvw):BO

cos(wt — k‘r). (98)

Ezekben a hulldimokban az azonos fazisi pontok gémboket alkotnak, amelyek c sebességgel tavolodnak a
kozépponttdl. Ey, By és 7 (az r irdnyd egységvektor) viszonya:

1
EO 1 r, BO = -7 X Eo. (99)
[&
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A gémbhullam energiasfirfisége 1/r2-esen csokken, azaz minden gombfeliileten ugyanakkora energia megy &t.
A sikhullamok illetve gombhulldmok végtelen nagy objektumok. Praktikusan a hulldimok hulldimcsomagba
rendezdédnek, ezek tobbféle frekvencia keverékét tartalmazzak.
Ha egy sikhullam utjdba pontszeri lyukakat vagy vékony réseket tartalmazo erny6t tesziink, akkor inter-
ferenciat figyelhetiink meg. Tévoli ernyén az elektromos tér nagysaga

Eiot = Ep(cos(wt — kf) + cos(wt — k(£ 4 dsinf))), (100)

ahol 6 a megfigyelési szog. Olyan helyeken, ahol kdsinf = 2nm, ott a két elektromos tér erdsiti egymast,
E,,t = 2F az energiaslirliség tehat négyszeres lesz wyor = 4w. Olyan helyeken, ahol kdsinf = (2n + 1), ott
Eior = 0, a két hullam kioltja egymast. A vartnal nagyobb erésités, és a kioltas, amely periodikusan koveti
egymast tipikus interferenciajelenségek.

Ha egy sikhulldm utjdba elektromosan aktiv (polarizdlhatd) anyag keriil, akkor annak elektronjait a
hulldm megmozgatja, a gyorsuld toltések pedig sugaroznak, gombhullamot bocsatanak ki: ez az elektromos
hullamok szérdsa. A szért elektromos hulldm frekvencidja megegyezik a rezgd elektronok frekvencidjajaval,
amely pedig megegyezik a bees6 hullam frekvencidjaval: a szért hulldm tehat ugyanolyan szinii, mint a
bees6 hullam. A kiilonbozé hullimok szérasdnak erdéssége frekvenciafiiggd lehet, tipikusan ~ w?* (mert az
elektromos tér a gyorsuldssal ardnyos, az energiastirtiség pedig ~ E?). Emiatt a kék fény jobban szérédik
= égi jelenségek.

Ha egy dobozba bezdrunk elektromégneses hulldmokat (tiregrezonator, mikrohulldmu siité), akkor olyan
hullamok valésulhatnak meg, amelyekre a térerésség a hataron 0. Ezek allohullamok, amelyek elektromos
tere egy adott irdnyban

E ~ coswtsink,x. (101)
Ha E(z = 0) = E(z = a) = 0, azaz a hatdron nincs térerdsség, akkor
nmw
ky = —. 102
" (102)
A k, és k, + dk, intervallumban lev§ allapotok szdma
a a 2w 2a
dny, = —dk, = —d— = —dA. 103
" T T A A2 (103)

Ha z, y és z irdnyban is megszoritjuk a hulldimokat, akkor a megfelel6 tartoményban levé allapotok szama
(itt csak egész hullamokat engediink megvalésulni)

a b c 1% 1% 1% om\?% 21 4V
dn = —dk, —dk, —dk, = k= Ank?dk = 4 (=) Zd = d. 104
= g ke grdky ks = 50 @rp " @rp " ( /\) e M (104)
Mivel kétfajta polarizaciénk van, az ebben a tartomanyban levo dllapotok szama
&tV

Ha a dobozon kis lyukat furunk, kijon a sugédrzas. Az adott feliileten idéegységenként kidramld energia
cw-vel ardnyos, de figyelembe kell venniink, hogy a fele sugarzas befelé iranyul, a kifelé mené sugdrzasndl
pedig mindenféle szogben jonnek a hullimok, azaz az adott irdnyud vetiiletre
T
(cosO) L [ dpcoso = (106)
cosf) = — cosf = =
™ 2
0

jut. Osszesen tehat a kidramlé energia A és A + d\ tartomanyban
cl
4V
ahol A a lyuk nagysdga. Klasszikusan minden szabdsdgi fokra részecskék esetén kpT/2 energia jut, fény
esetén ez az érték kgT, azaz a kijutd fényintenzitds:
dE’kZ 2me
A A
Sajnos a teljes kisugdrzott energia, amely a fenti formula 6sszege (integralja) minden A-ra, végtelen eredményt
ad!

dEy; = Azdw = AS= (E)dn, (107)

=I(\) = kgT=-"d. (108)
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4.1.1 A fény nem-hullam tulajdonsigaira utal6 kisérletek

A fekete test sugarzasanak mérése: nem egyezik a klasszikus elvardsokkal!

Raadasul: ha minden szabadsagi fokra kpT energia jut, akkor n szabadsigi fok esetén a teljes ener-
gia nkgT, vagyis a fajhd nkp = végtelen szabadsdgi fok esetén a fajhs végtelen, nem lehet a test
hémérsékletét megviltoztatni (Rayleigh-Jeans instabilitds, ultraibolya katasztroéfa).

Max Planck 1900: tegyiik fel, hogy az elektromagneses sugarzas kibocsatdsa nem folytonos, hanem
egységekben (kvantumokban) torténik (Nobel dij 1918). Panck még azt gondolta, hogy az elektromdgneses
mez6 és az etomok kolesonhatdsa torténik ilyen adagokban, késébb kidertilt (Einstein, fotoeffektus, 1921
Nobel dij, 1. kés6bb).

A statisztikus fizika szerint egy E energidji allapot elérése ~ e~ valdszintiséggel torténik meg:
1. barometrikus magassdgformula o(h) = ooe~ "9/ kBT Ha egy kvantumnak FEj energidja van, akkor n
kvantumnak nFEy az energidja, ennek megvaldsulasi valészintisége ~ e~ "Fo/ksT Az ardnyossigi tényezd
onnan kovetkezik, hogy a teljes valosziniiség 1:

E/kpT

1 0 1 oo
Pn _ Ze_nEo/kBT = 1= Z Pn — E Ze—nEo/kBT = 7= Z e—nEo/kBT. (109>
n=0 n=0 n=0

Mivel egy geometriai sor Osszegérdl van szo, az Osszegzést el tudjuk végezni:

1

7= T (110)

Az 4tlagenergia tehat

. 10
(E) = Z(nEo)Pn = _2%2, (111)
n=0
ha 8 = 1/kgT. Tehét
1 E

(E) = —(1 — e~Fo/knT) D - U (112)

aﬁlieon/kBT 1767E0/k‘BT

Nagy hémérsékleten (E) = kpT, ahogy klasszikusan varjuk, kis hémérsékleten azonban megvéltozik az
atlagenergia. Ennek kovetkeztében a fekete test sugarzési torvény formaja

2me FEy
M eBEo/kpT _

I\ = dA. (113)

A mérési eredményekkel Gsszehasonlitva kifogdstalan egyezést talalunk, ha a fénykvantum nagysaga

h
Ey=hv=w=hw 114
0 14 271_&} 5 ( )

ahol h = 6.626 - 1073* Js, vagy h = 1.055 - 1073* Js a Planck-konstans. Felhasznalva, hogy v = ¢/\, kapjuk

B 2hc? 1

I(A) N> he/AksT _

dA. (115)

A teljes kibocsdtott intenzitdshoz fel kell 6sszegezniink (integralnunk kell) minden A-ra. Ez az integral véges
marad s 4
_ 2m°kp
 15¢2h3’
egyezésben a kisérletekkel (Stefan-Boltzmann tértvény) — tulajdonképpen innen lehet h értékét meghatarozni.

A Planck-formula nagyon pontos — hattérsugarzds (~ 3 K), Nap felszini hémérséklete ~ 5778 K =
spektrum definidl egy hémérsékletet, pl. izzok “hémérséklete”.

I =0T, o (116)
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4.1.2 A fotoeffektus

Vakuumcsé: nem vezet, de ha elég nagy fesziiltséget kacsolunk ra, megindul az aram. FEz a fesziiltség
fémeknél dltaldban ® = 2 — 6 V (kilépési munka vagy kilépési potencidl). Elektron felfedezése ebbdl az
eszko6zbol szarmazik.
Miésik kisérlet: fénnyel megvildgitott fémfeliiletrél elektronok lépnek ki (fotoeffektus, Hertz 1887). Arammérével

lehet az elektronokat megmérni, ellenfesziiltséggel le lehet lassitani, amig nincs dram. Az elektronok toltése

e =1.609-10"19 C, igy ha az ellenfesziiltség V, akkor az eletronok mig atérnek a fesziiltségen, eV energist
veszitenek — mértékegység: egy elektron energiamegvéltozasa, ha 1V-on halad keresztiil 1 eV = 1.609-10719 J.

A maximalis mozgasi energia tehat azzal a fesziiltséggel mérhetd, ahol megszlinik az aram

Komas = €V. (117)

A fényt klasszikus hulldimnak gondolva: az elektronok a fémben egy energiagattal vannak kotve. A fény
beérkezésekor az elektromos tér gyorsitja ez elektronokat, amig ki nem lépnek a fémbél. A maximaélis
energidnak a fény intenzitdsanak novelésével novekedni kell. Ugyanakkor a fény frekvencidja nem be-
folyasolhatja jelentOsen a kibocsatott elektronok energiajat. Az elektronoknak a kilépéshez Gssze kell gyiijtenitik
a kilépéshez sziikséges energidt, ez eltart egy ideig (kiszdmithaté a fény intenzitdsabdl, a fény eresztmet-
szetébol, és a kilépési munkdbol, tipikusan néhdny mésodperc).

A kisérletek tanusaga szerint ugyanakkor a maximalis energia csak a fény frekvencidjatél fiigg, az inten-
zitdssal csak az dram nagysdga valtozik. Kis frekvencidn egyaltaldn nincs fotoeffektus (levagdsi frekvencia).
Az dram ugyanakkor azonnal megindul, nincs idékésés.

Einstein 1905: a jelenség megmagyrazhatd, ha a fény kizdrdlag hr kvantumokban képes terjedni! Ekkor
egy elektront egy fotonnal hat kolcson, amely atadja neki az energidjat, és ezzel kilép a fémbdl. A kiiszobfrekvencia
az e® = hv képletbdl szamithatd, ahol h a Planck alland6 — jol egyezik a mérésekkel.

A kisérlet jelent&sége: Einstein bebizonyitotta, hogy a kvantumos természet nem egy atom és a fény
kolesonhatasanak sajatossaga, hanem a fénynek maganak. A fénynek van legkisebb egysége, a foton, amely
hv energidt széllit ¢ sebességgel, azaz a teljesitménydram S = chy, az impulzusa p = hv/c = h/\. Ha az
intenzitas kisebb, mint S, akkor csak idénként jonnek kvantumok — pl. halvany csillagok megfigyelésénél.
Ha nagy az intenzitas, sok foton van jelen — allapota? 1. késébb.

4.1.3 Compton effektus

Ha ez igaz, akkor a fény szérédasanal, amikor véltozik a szért fény energidja, valdéjaban a fény frekvenciaja
kell megvéltozzon!

A fény részecske E energidval és p impulzussal, 8116 részecskének iitkozik, amelynek m tomege van, a
végallapotban a részecske Ey energidji, p; impulzusi, ¢ szogben tavozik, a foton E’ energidji, p’ impulzusi
és 0 szogben tavozik. Energia és az impulzus fiiggéleges és vizszintes vetiiletének megmaradasa:

E+mc® =E + B

p1sing = p’sind

p = py cos p + p cos . (118)
Ehhez hozz4 kell venni, hogy p = E/c, p' = E' /¢, valamint E? = p?c? + m?c*. Emiatt a fentiek atirhatok:

E+mc® = E' 4+ /m2ct + p3c?

piesinp = E’sinf
E = piccosp + E' cos. (119)
A misodik kifejezést felhasznalva

72

pic? cos® o = pic*(1 — sin® ) = pic*(1 — 5 sin®0) = pic® — E” + E” cos?0. (120)
pic
Ugyanez a harmadik egyenletbdl
p2c?cos® o = (E — E' cos)? = E> — 2EF' cosf + E'* cos? 6. (121)
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Ezért
p2c® = B>+ E'* — 2EF' cos . (122)

Ezt osszevetjiik az elsd egyenletbol szarmazo kifejezéssel:

m?*ct i = (E+mc?—EN)? = (E—E)?+2(E—EYm +m*c* = pic® = (E—E)?+2(E— E)md.
(123)
Végil azt kapjuk:
! / 2 /! 1 1 / h’
—2EE'+2(E—E")mc” = —2EF'cos) = ——(1-cosl)=— —— = N-A=—(1-cosf). (124)
me me
Innen tehat azt varjuk, hogy a szért fény hullamhossza, ezzel egytitt a frekvencidja megvéltozzon, ellentétben
a klasszikus jéslattal. A kvantumossigra jellemzd hullimhossz Ao = h/(mc) a Compton-hulldmhossz.

Compton 1923-ban elvégezte a kisérletet, és valéban a fenti Osszefiiggést talalta, ebbdl is meghatarozhaté
h értéke. 1927-ben Nobel-dijat kapott.

4.1.4 Egy fotonos interferencia

AKkkor a fény részecskékbdl 4117 Nem teljesen: egy foton is tud interferenciajelenségeket mutatni. Nyalabosztoval
két részre bontva a fénysugarat, az optikai uthosszakkal jatszva elérhetd, hogy a nyaldbokat Ujra egyesitve
interferaljanak.

Az intenzitdst csokkentve csak egy foton tartézkodik a rendszerben, de meg lehet nézni, hol vannak a
betitések. A beiitések helye tovabbra is interferencidt mutat, pedig egy részecske vagy az egyik, vagy a masik
tton kellene, hogy menjen.

Még érdekesebb: ha megmeérjik, hogy a fény az egyik palyan haladt-e el, akkor megsziinik az interferencia,
még akkor is, ha a foton a mésik utvonalat valasztotta! Ha tehat tudjuk, merre ment a foton, akkor valéban
ugy viselkedik, mint aki részecske, ha nem tudjuk (nem mérjitk meg), akkor hulldmként viselkedik.

Ez a mérés a kvantummechanika nagy paradoxondra mutat rd: a méréssel a hullaim-természet interfer-
encidjat elrontjuk (dekohererencia).

4.1.5 Tovabbi mérések fotonokkal

e Elektronokkal bombazott fémfeliilet: K a bees6 elektron kinetikus energidja, a maximélis kilép6 foton
energidja is ennyi, azaz a maximalis frekvencia vy,q, = K/h (fékezési sugdrzés).

o pirkeltés: ha a foton energidja meghaladja 2mc?-et, akkor két m tomegii részecskét kelthet — két
részecske a toltésmegmaradds miatt, antirészecskék, 1. kés6bb. Impulzusmegmaradas miatt egy fo-
tonbol nem lehet két részecske, de atom elektromos terében mar megfigyelhetd ez a jelenség.

e fotonok és atomok kolcsonhatasa: 1. a kovetkezo fejezetet.

4.2 Az anyag hullamtermészete

A fény bizonyos kortilmények kozott hulldm, méas koriilmények kozott részecske tuljdonsagokat mutat — vajon
a részecske természetiinek latszé anyag nem mutat hullamjelenségeket?
A fotonra igaz volt: p = h/\ = hk a hulldmhossz (hulldmszdm) és az impulzus kozotti reldciéra. De
Broglie (1924): tegyiik fel, hogy igaz ez az anyagra is:
h
A= —. 125
» (125)
Mekkora ez a hulldimhossz? h = 6.626 - 1073* Js, A = 1.055 - 1073% Js nagyon kis érték, vagyis egy
lkg tomegfi, 1 m/s-mal haladé test, amelynek impulzusa 1 kgm/s a hullimhossz A = h/p = 6.626 - 10734
m, messze tul van a kimutathaté hataron. Ugyanakkor elektronra, amely 100 V fesziiltségen gyorsult fel.
Nemrelativisztikus kozelitésben:

p? h2 h 6.626 - 10~34

E=eV=2— A= = =1.22-107%m = 0.122nm,
V2meV  /2-9.1-10731.1.6-10-19.100

(126)

om  2mA2
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ez a rontgensugdrzds hulldmhosszdnak nagysdgrendjébe esik (a rontgensugarzas hulldmhossza A ~ 0.1 —
0.5 nm = 1-5 A). Mivel a kristdlyrdcsok atomtévolsiga is Anagysigrendfl, ezért a rontgensugérzis a
kristdlyrdcson eltériil, interferenciajelenséget mutat. Amennyiben az elektron valéban hullimtermészetii,
akkor egy kristalyon dthaladva ugyanolyan interferenciajelenségeket kell mutatnia, mint a rontgensugarzasnak.

1926 Davisson és Germer, 1927 G.P. Thomson végzett el ilyen kisérleteket = az elektronok val6ban
interferenciaképet mutatnak! Ugyanigy, ahogy a fotonokra egyetlen elektron is interferal (énmagaval),
azonban ha megtudjuk, merre is haladt pontosan, az interferencia megsziinik.

Optikai rendszer felbontésa, azaz amilyen tavolsagban lev6 targyakat még kiilonallénak mutatja, ~ A,
a fény hullamhossza. Ha az elektron is hullam, ugyanilyen optikai eszkozokat lehet vele késziteni =
elektronmikroszkép, részecskegyorsitok.

Relativisztikus viszonyok esetén

1
E=mc*+eV =/m2ct +p2c2 = p==-/(m2+eV)2 —m2c4 (127)
c
Az elektron témegét akkor érjiik el, ha
2
v="C 511Ky (128)
e

fesziiltségen gyorsitjuk az elektronokat. Fesziiltségen gyorsitott toltott részecskék esetén szoktak hasznélni
az elektronvolt energiaegységet:

leV =¢-1V =1.609-1071°J (129)
egységet. Ebben az energiegységben szamolva
keV
Me :511072. (130)

Egy U > 500 kV fesziiltségen gyorsitott elektronnal elhanyagolhaté a nyugalmi tomeg. Ekkor

eV he
r— = A=—. 131
pr— - (131)
Ezen képlet alapjan egy 1MV fesziiltségen gyorsitott elektron huldmhossza
IMV = A=12-10""%m =1.2fm. (132)

Ez az atommag méretének nagysdgrendje = Rutherford felfedezhette az atommagot (1909, 5 MeV-os
eletronokat hasznalt).

A legkisebb felbontéképességet a legnagyobb energias részecskékkel érhetd el: 14 TeV = 1.4- 103 eV-os
részecskéket allitanak el6 a CERN LHC gyorsitéjaban

20TeV = A=88-10"%"m, (133)

ez a ma elérhetd legjobb felbontas = az anyag szerkezetét ilyen skaldig ismerhetjiik meg.

4.2.1 Hatarozatlansagi relacié

Egy adott imulzusu elektron tehat pontosan olyan, mint egy monokromatikus sikhullam, azaz “mindenhol”
van. Megcsinalhatjuk azt, hogy sok hullamot Osszetéve kis helyre szoritjuk be az elektront, ehhez azonban
a sok hulldmhosszt, azaz sok imoulzust kell osszetenni. Valéjaban a hullam térbeli alakjahoz tartozik egy
impulzustérbeli eloszlas. Ha valés hulldmokrdél van szé

3 X
W) = [ G (e sin(5E + o). (134)

amit Fourier-transzformacionak neveziink. Ha a térbeli helyzet éles, akkor az impulzustérben széles eloszlast
kapunk, és viszont. A fenti integral Gauss-fiiggvényekre elvégezheto:

2 p2o2

U(z)~e 22 = U(p)re 27, (135)
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A hely-eloszlds szélessége Ax ~ o, az impulzus eloszlds szélessége Ap ~ h/o, azaz a kettd szorzatabdl kiesik
0. Tehat az elektron helye és impulzusa nem mérhet6 tetszélegesen pontosan egyszerre — csakigy, mint a
fotonok esetén. Megfelel6en definidlva a szélességeket, és minden esetet figyelembe véve addodik

h
AxAp > 3 (136)
a Heisenberg-féle hatdrozatlansdgi reldcid.

4.2.2 Energia bizonytalansaga és virtualis részecskék

Hasonlé relécié irhaté fel a frekvencia és a mérési hossz kozott: ha egy hullimot At ideig figyellink, akkor a
frekvencidjat Av ~ 1/At pontossiggal tudjuk megadni. Mivel az energia E = hv, igy egy véges pontossigi
méréssel csak véges pontossiaggal tudjuk meghatirozni az energia értékét. Pontositva:

AtAE > g (137)
Mi torténik, ha egy hullam csupan 7 ideig él, utdana elbomlik? Ekkor idében nem lehet tiszta oszcilldlo
fliggvény, hiszen az végtelen kiterjedésti! A hulldm sziikségképpen kiilonféle frekvencidk keverékébdl &ll,
vagyis az energigja fizikailag nem meghatarozott!

Kovetkezmény: egy rendszer energidja révid tdvon nem meghatarozott, pl. a vakuumtdél “koleson
lehet venni” energiat, minél révidebb id6re kérjik, anndl nagyobbat. Vagyis rovid idGtartamot tekintve
a vakuumban mindenféle részecske megjelenhet (virtudlis részecskék). Ennek mérhet8 kovetkezménye van:
példéul egy részecske toltését mérve a virtudlis részecskék learnyékoljak a toltést = sériil a Coulomb
torvény. Ha az elektromos potencidlt helyfiiggd toltéssel irjuk fel, akkor

e(r) 2 e
= = . 1
v dmegr = () 1 —log(1 + a?/r?) (138)

A toltés nagy tavolsdgokon mérve konstans (e(r > a) = ¢p), a tdvolsdgok csokkentésével egyre nagyobb
toltés latunk, hiszen egyre kevesebb az arnyékold toltés. Erdekes moédon, ha r < a/v/e — 1, akkor a toltés
értéke végtelen nagy lesz, ez a Landau-pélus. Ennél kisebb tavolsdgokon az elektromossdg elmélete nem
lehet helyes.

Masik alkalmazds: Hawking sugarzas.

4.2.3 Hullamfiiggvény és mérés

Ha egy elektront figyeliink, akkor az csak egyetlen helyre csapddik be. Azaz a hullamtermészetét leird
hullamfiiggvény nem kozvetleniil vezet az interferencidhoz. Ertelmezés: a hullamfiiggvény komplex értéki,
és annak abszolut értéke adja meg az elektron megtaldldsi valdsziniségsiiriségét. Ez azt jelenti, hogy ha a
hullamfiiggvény W(x,t), akkor annak a valdszintisége, hogy x koriil egy kis d®x térfogatelemben mérve az
elektron ott lesz,

dP = d*x|¥(x,t)[% (139)

Teljes valdszintiség 1:

1= /d3x|\p(x,t)|2. (140)

Meérés utan beugrik a sajatéllapotba = x-bdl folytatodik az idofejlodés. Kovetkezmény: mérés sordn
elromlik az interferencia két utas kisérlet esetén.

//////

Filozéfiai gondolatok.
Dekoherencia; hogy lehet, ha a méréberendezés maga is kvantumos jellegii?
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4.2.4 A hullamfiiggvény iddéfejlédése, Schrédinger egyenlet

Ha az elektront ¥ (¢, x) hulldamfiiggvény irja le, akkor hogyan véltozik ez id6ben? =  Schrodinger egyenlet:

ov

i~— =H(p— 7 (141)

—q )
—
ot h Ox
parcialis differencidlegyenlet irja le. H a Hamilton-fliggvény, azaz az energia kifejezése. Egy részecske,
amelyik 1D-ban mozog, és V() potencidlban van:

H(p,x) = % +V(x) = z% = (—Z;; + V(x)) U(t, ). (142)
A feladat megolddsdhoz tegyiik fel, hogy az idéfiiggés
U(t,z) = p(x)e Pt = (—h2d2 + V(x)) = E. (143)
’ 2m dx?

Az legegyszeriibb esetben V egy [0, L] tartomédnyon nulla, azon kiviil végtelen = bezdrjuk a részecskét
egy térfogatba, kiviil nincs huldmfiiggvény. A hulldmfiiggvény folytonossdga miatt ¢(0) = ¢(L) = 0. Ekkor

h? d?
=By, ) =) =0, (144
azaz
=By () =w(L)=0. (145)
Ennek megoldésa, azt is figyelembe véve, hogy ¥(0) =0
¥(x) = Csin(kz), K = 27;:2E (146)

ahol C valamilyen normélasi faktor, amely azt biztositja, hogy a teljes megtalalasi valdszintiség 1 legyen. Ez
a megoldas tiszta harmonikus hulldm, bezarva egy térfogatba, amelynek hullimhosszara igaz a de Broglie
Osszefiiggés h/A = V2mE = p.
A (L) = 0 akkor teljestil, ha

n, n e N. (147)
Emiatt az energia nem lehet tetszéleges!

h2k? h?

E = = 77’12.

2m  8ml?
Fontos tanulsdg: a rendszerben az energia nem lehet tetszéleges — pont ugyanigy, mint egy iiregrezonatorban
sem lehet barmilyen frekvencidji elekromdagneses sugdrzas. Az energiaszintek kvantaltak. Az elektron

allapotai allohullamok.
Harmonikus oszcillator esetén, amelynek sajatfrekvencidja wg

(148)

By = hwo(n + %). (149)

4.2.5 A Schrodinger egyenlet megoldasainak altaldnos jellemzdi
Anélkiil, hogy megoldanank a Scrédinger egyenletet, bizonyos tulajdonsigait meg tudjuk érteni:

o A kotott allapotok energiaszintjei kvantaltak = atomok stabilitdsa, vonalas szinkép, abszorpcié és
emisszid, szines molekulak, ESR, NMR, stb.

e A hulldmfiiggvény ott is nem nulla értéket vehet fel, ahol klasszikusan nem juthatnael = alaguteffektus,
aramvezetés, pasztazé elektronmikroszkép, U-bomlas, kémiai atalakulasok, stb.

e Osszefonddottsag: interferencia miatt az erdsitési helyeken nagyobb a megtalalasi valésziniiség, mint az
Osszeg alapjan varnank = Bell-egyenl6tlenségek, kvantum szamitégépek
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