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1 El6szo

Ez a jegyzet a kvantummechanika specidlis fejezetei illetve a sugarzas és anyag kolcsonhatasa témakban kiirt
speci anyaga. FEls6dleges célja az, hogy a kvantummechanikai alapismeretekre tdmaszkodva, elsGsorban a
térelméletet szem elétt tartva vizsgaljunk meg néhdny alkalmazasi teriiletet. A kvantummechanika valgjaban
az a specialis kvantum rendszer, ahol a részecskeszdm minden (akér kozbiils6) dllapotban rogzitett. Amikor
ezen tul akarunk 1épni, nagyon sok koncepciondlis nehézséggel talaljuk magunkat szemben: mi a részecske,
mi a mérés, a kolcsonhatas.

Hozza kell tenntiink, hogy a kvantumelmélet de még a kvantummechanika sem tekinthet6 lezart teriiletnek.
A témédval foglalkozé fizikusok is eltér6 nézeteket vallanak példdul a mérés, hullamfiiggvény redukcid, deko-
herencia kérdésérol.

A célunk, hogy kélcsonhaté kvantum rendszereket irjuk le, amelyek képesek a relativisztikus invarianciat
is tiikkrozni. Kolcsonhatés alatt azonban sokmindet érthetiink

e idoben allandé kiils6 potencial: a kvantummechanikaban az egyediil megengedett kolesonhatds, hiszen
ezzel megmarad a részecskeszam. Relativitaselméletben négyespotencialt kell alkalmaznunk, mas széval
egy klasszikus (azaz nem kvantumos, elére megadott értéki{l) mezét.

e kvantumos kocsonhatasok: részecske keltés és eltiintetést is lehetséges. Ekkor mar a részecskéket is
kvantum mezdéként kell lefrni, ez vezet a kvantumtérelmélethez. A relativitdselmélet miatt kvantum-
mechanikdban is automatikusan sokrészecske rendszertink van, még viakuumban is (1. Dirac tenger),
emiatt a rogzitett klasszikus mez6kkel val6 kolestnhatés is igen sok érdekes jelenséghez vezethet (Klein
paradoxon, részecskekeltés).

e relativisztikus illetve sokrészecske rendszerek: a teljes kvantumos megfogalmazasban a kolcsénhatés
is kvantdlt. Valdjaban nincs arra bizonyitds, hogy igy “kell” csindlni, azonban a kauzalitas és rela-
tivisztikus invariancia egyszerre legegyszeriibben tgy realizdlhato, ha lokalis kolecsonhatdsaink vannak,
és a kolcsonhatés is terjed a térben.

Ebben a félévben a f6 hangsily a kvantummechanika-szert elméletek leirdsan lesz, ami azonban részecskeszam
valtozéashoz is vezethet.

2 A kvantumelmélet felépitése

Nézziik meg most réviden, milyen is a kvantumelmélet felépitése, olyan fogalmakkal, amelyek megfelel6ek
lesznek majd a késébbi, nem szigorian részecskékre alapozott kvantumelmélet szaméra is. A kévetkezékben
a h = 1 egységrendszert fogjuk hasznalni.

Val6jaban a kvantumelmélet és a klasszikus elméletek abban kiilonboznek, hogy az elébbi szétvalasztja
az allapotot és a mérést.

A Kklasszikus mechanikdban egy éllapotot mérési eredményekkel jellemzi. Példaul egy szabad részecskét
a helyével és a sebességével (impulzusaval) jellemzi. fgy alakul ki a fazistér, amely fogalmat a tobb részecske
rendszerekre és igy tetszdleges testre ki lehet terjeszteni. Minden fizikai mennyiséget valamilyen médon ki
kell fejezni a fazistér valtozodival, és akkor ezeknek is hatdrozott szamértékiik lesz a rendszer tetszéleges
allapotdban. Hasonlé médon a mezdt egy adott pontban jelemzett valds szam(ok)kal, a mez6 értékével lehet
megadni, s a mérhet6 mennyiségeket a mez6 értékével kell kifejezni.

A kvantumelméletben szétvélasztjuk a két fogalmat: az dllapotot egy absztrakt tér, az dllapottér elemének
tekintjiikk. A kvantumelméletben az allapottér egy H komplex Hilbert tér (azaz egy olyan komplex vektortér,
ahol értelmezett egy skaldrszorzat (.|.), és az abbdl szdrmazé ||.|| normdra a vektortér teljes) egységnyi
norméju elemei ) € H, ahol (¢|yp) = 1. Szokds a teljes Hilbert-teret allapottérnek tekinteni, ekkor
megfogalmazhatunk egy ekvivalenciarelaciét, mely szerint két egymdssal ardnyos (]9) = c|€) ¢ € R) elem
ugyanazt a fizikai dllapotot jelenti (sugdrdbrézolds). A Hilbert téren a |¢) éllapothoz tartozé projektor
Py, = |¢) (¢|. Ezen projektorokon mint bazison értelmezhetd egy algebra (egyéb tulajdonsédgokkal kibévitve
egy C* algebra), ami fizikailag a siirliségmatrixok tere; ez tekintheté az allapottér kiterjesztésének. Mi
azonban nem megyiink el eddig: szamunkra az allapotok tere Hilbert-tér lesz.



Minden fizikai behatas megvaltoztatja az allapotot, vagyis valamilyen U : H — H leképezést jelent.
Elvéarjuk, hogy a leképzett Hilbert tér az eredetivel izomorf legyen: ez akkor teljesiilhet, ha a U leképzés
lineérifﬂ és egységnyi normaju allapotot egységnyi normaja allapotba képez

1= Uy |? = (pUUW), V) = UU=1. (1)

Emiatt a fizikai behatdst csakis unitér (antiunitér) operdtor irhat le. A linearitds miatt a hatdsndl a zardjelet
elhagyjuk

[9) =Uy). (2)
Ertelmezhetjiik a fizikai behatdst (transzforméciot) az AH — H linedris operdtorokon is a kovetkez6képpen
A =UTAU. (3)

Ez esetben ugyanis
(¥[An) = (W'|Aln') . (4)

Fontos specidlis esetet jelentenek azok a transzformécidk, azaz unitér operdtorok, amelyek egy (vagy tobb)
valés paramétertdl fuggnek U(c), és csoportot alkotnak. A Lie csoportokndk feltételezziik a folytonossdgot
is (azaz Ve > 0 3U’', hogy ||[U~1U’|| < e valamilyen megfelel6 normaban), valamint feltehetjiik, hogy a
paraméterezés is folytonos. Egy paraméteres csoport pl. az &allapot eltoldsa, vagy adott tengely koriili
elforgatédsa, tObb paraméteres csoport az altalanos forgatds. A csoport tulajdonsag azt jelenti, hogy Vc1, co
paraméterre Jeg paraméter, hogy U(c1)U(cz) = U(ces). Ezeknek a csoportoknak a standard paraméterezése
a kovetkezd feltételezésekbol indul ki:

e U(0) =1 legyen
e a folytonossdg miatt U(dc) infinitezimdlisan kis paraméterre az egység koriil lesz:
U(de) = 1 — iTdc + O(dc?), (5)
T neve (infinitezimdlis) generator. Az unitaritds miatt
Ul=1+4+iT'de=U""'=1+iTde = T'=T, (6)
a generator hermitikus.

e U(dc)™ a csoport eleme, ennek paraméterét definidlom ¢ = ndc-nak. Atirva de = ¢/n, azaz

T n
Ule) = (1 - ZC) R il (7
n
Ezt a relaciot ugy is szoktdk irni, hogy
U (c)
T=i . 8
e =0 ®)
e Tobb (d) paraméter esetén nem mindegy, milyen ton érek el (cq,...,cq)-ig. A szokdsos eljards, hogy
az egyenes utat valasztom: ha az egységelem kortil
Uldey) =1 —iTycq +O(c?) = Ul(dea)™ = U(nde,). (9)
Innen n — oo esetén '
Ulcy) = e Teca, (10)

Infinitezimalis trf. hatdsara a hullamfliggvény ill. az operatorok trf-ja:

) = U(de) [) = (1 = iTe) [) = |v) —iT |¢) de,
A =U'(de) AU(de) = (1 +iT9c)A(1 — iTdc) = A+ [T, Alde, (11)
aAZaZ
d|0) = —iT|W)de, illetve  dO = i[T,Olde. (12)

ILehet antilinedris is, azaz U(c|y)) = c¢*U |[¢). Masik megjegyzés: a linearitdst olykor kétségbe vonjék; azonban eddig
konzisztens kvantum leirdst csak linedris operatorokkal lehetett megvaldsitani.




2.1 Meérés a kvantumelméletben

Habar egy rendszerrel csak egyetlen dolog torténhet, az dllapota valahogyan transzformalédik, mégis beszélhetiink
egy specidlis transzformaciordl, ez a mérés. A mérés olyan behatds, amely szinte valtozatlanul hagyja a rend-
szert, azaz egy infinitezimdlis transzformécié kell legyen. A mérés soran az ilyen minimélis befolyas sordn
bekovetkezd véltozasokat figyeljiik, er6sitjiik fel, vagyis tulajdonképpen a generdtor hatasat vizsgaljuk. A
transzformécié generatorat ezért mérési operatornak nevezziik.

Altaldban is igaz, hogy barmilyen transzformacio esetén létezik olyan allapot, amely csupan egy fazisfaktorral
transzformélédik, nevezetesen a generator sajatéllapotai ilyenek. Ha

T ‘§a> =X |£a> = U |£a> = e_iTc |§a> = e—i)\ac |§a> : (13>

A sajatértékek halmazat az operdtor spektrumdnak nevezziilk. Mivel a generator hermitikus, sajatértékei
valdsak A} = A,. A projektor felbontds szerint 17" barmely fliggvénye kifejezheté mint

f(T) = Z f(>\a) |£a> <§a| ) (14)

példaul

1= Z |€a> <§a| ’ T= Z Aa |§a> <€a‘ : (15)

a

A sajatallapotokra hatva a mérési operator helyettesitheté egy szammal: logikus tehdt azt mondani, hogy
|€.) dllapotban a mérés értéke \,. Mivel a lehetséges sajatértékek halmaza (az operator spektruma) sokszor
diszkrét, ekkor a mérésnek csak bizonyos meghatarozott értékei lehetnek.

Ha a rendszer |¢)) dllapota nem sajdtallapot, akkor nem kapunk hatérozott értéket a mérésre. Itt egy olyan
elvet kell alkalmaznunk, amely nem kovetkezik az el6z6ekbél, ez a kvantumelmélet mérési posztuldtuma. Az
allapotot felbonthatjuk a mérés sajatallapotai szerint |¢) = > g |€q), ahol a kifejtési egyiitthatok altaldban
komplexek v, € C. A mérési posztuldtum szerint p, = |v,|? annak a valészinfisége, hogy a |£,)-hoz tartozé

mérési eredményt, A,-t kapjuk a mérés eredményeként. Ez konzisztens azzal, hogy a teljes valdsziniliség

D e =D (Ylka) (Ealty) = (Wly) = 1. (16)

a

A mérés varhat6 értéke ebben az allapotban

(Thoy = 3 Aape = <w‘ [Z o les) (€l \w> — (WITI) (17)

Mindez elfogadhaté és megértheto; azonban van a mérési posztuldtumnak egy olyan, kisérletileg igazol-
haté kitétele, hogy a mérés utdn a rendszer sajatallapotaba keriil. Ez azt mondja, hogy a mérés nem része
a kvantumos vildgnak, ami elég nehezen érthetd, hiszen a méréberendezés részei is a kvantumelméletnek
kell, hogy engedelmeskedjenek. Nincsen konszenzus a fizikusok kozott arrdl, mit is kell pontosan gondolni
a mérés alatt. De két dolgot dllithatunk biztosan. Az egyik, hogy a mérés megsziinteti a kvantumelmélet
bels6 logikajat, a mért objektum 1j, véletlenszertien megvélasztott kezddallapotbdl folytatja az életét: ez a
dekoherencia jelensége. A mésik az, hogy a méréberendezés sokrészecske kvantum rendszer, igyhogy ha a
kvantumelmélet magyarazatot akar adni a méréselmélet kérdéseire, akkor a sokrészecske rendszereket kell
tanulmanyoznia. Valéjaban itt sok, a mérési problémaval analég kérdéssel taldlkozunk, példaul a spontdn

sértéssel vagy a termalizdcidval. Kés6bb még visszatériink bizonyos mértékig ezekre a kérdésekre.

2.2 Tér és id6 a kvantumelméletben

A kvantumelméletet tugy épitettiik fel, hogy koézben sem térrol, sem idordl egy szét sem ejtettiink, mig
a klasszikus elmélet felépitésének legels§ elemei voltak. A kvantumelméletbe valé beillesztésiik a transz-
formaciok és mérések értelmezésével lehetségesek.



Az id6 egy egy paraméteres inherens transzformadciéja a rendszerlinknek, azaz véltoztatja a rendszer
allapotét. Ezért tartozik hozzd egy unitér operdtor, az id6fejlesztés operatora U (t). Ezen operdtor generatorét
jeloljuk H-val, neve Hamilton operator. Ekkor irhatjuk

U(t) = e At [, t) = e Mt o) | A(t) = et A et (18)

Kis id6lépés esetén az infitezimalis transzforméacio alakjabol

dly) ,
B — imjy), (19)
ezt nevezziik Schrodinger-egyenletnek. Az operatorokra pedig azt kapjuk, hogy
dA |
i i[H, A]. (20)

Lathatoan az id6fejlédés Schrodinger egyenlete nem kiilon egyenlet, csupan annak a kifejezése, hogy létezik
id6fejlesztd operator.

A tér esetében definidlhatunk egy helyméré operdtort, ¢, valamint egy hely-eltolds operatort p. A kettd
viszonyéra a tér fizikai értelmezésébdl az kovetkezik, hogy ha a teret eltoljuk dz-szel, akkor minden helymérés
dx-szel mutat tobbet, azaz dg = dx. Tehat

dg =i[p,dlde =dx = [§,p] =1. (21)

Ez a Heisenberg-féle kvantaldsi relacié. Lathatdan ez a kifejezés sem kiilonallé kovetelmény, csupan annak a
kifejezOdése, hogy a tér és a téreltolas egymassal meghatarozott kapcsolatban all. Mivel itt nem hasznaltunk
ki semmit a tér reprezenticidjardl, ez a megkotés altaldnos koordindtédk esetén is igaz kell maradjon. A
konkrét fizikai rendszerekben ezek az operatorok “bazist” képeznek a fizikai megfigyelhetd operatorok kozott,
azaz minden megfigyelheté mennyiség ¢ és p hermitikus fiiggvénye. Ekkor a fenti kvantalasi feltétel rogziti
barmely két megfigyelheté mennyiség kommutatorat.
Ha meg akarjuk tudni, milyen is a kifejezése H-nak és p-nek, akkor a kovetkez6 gondolatmenetet kovethetjiik.

Egy transzformécié soran lehetnek megmaradé mennyiségek, amelyek nem valtoztatjak értékiiket a transz-
forméci6 sordn. Ezekre tehat dA = i[T, Ald\ = 0, vagyis

[T, A] = 0. (22)

Egy operétort biztosan taldlunk a megmaradé operatorok kozott: ez maga a generdtor T, hiszen [T,T] =0
mindig igaz. Vagyis ha a generdtort akarjuk megtaldlni, akkor a transzformécié soran megmarad6 men-
nyiségekre kell koncentralni. Ha a transzformaciéhoz természetes modon tartozik egy megmaradd mennyiség,
akkor azt azonosithatjuk a transzformacié generatoraval. Azaz

trf. generatora = trf. soran megmaradé mennyiség.

Az id6Beltoldshoz természetes médon tartozik az energia megmaraddsa (1. klasszikus mechanika, vagy a
térelmélet Noether-tétele). Ezért a fenti azonositdssal azt mondhatjuk

idSeltolds generatora (Hamilton-operdtor) = energia.

Hasonl6 médon a téreltolashoz természetes médon tartozik az impulzus megmaradédsa (1. klasszikus
mechanika, vagy a térelmélet Noether-tétele). Ezért a fenti azonositds azt mondja

téreltolas generatora = impulzus.

Mindez persze a klasszikus mechanikdban is érvényes, és ott igen sok rendszerre méar meghataroztuk
annak Hamilton-fliggvényének fiiggését a helytdl és az impulzustdl. Hogy a klasszikus mechanikat képesek
legyiink leirni, a megfigyelhet6 mennyiségek ¢ és p-vel valé kifejezése meg kell egyezzen a klasszikus képlettel,
azonban rendezési bizonytalansdgok lehetnek. Tartsuk azonban észben, hogy a klasszikus mechanika képletei
a teljes kvantum rendszernek csak kozelitései, ezért a kvantum Hamilton operatorba a klasszikusan nulla
tagok tetszoleges egytitthatéval hozzaadhatdk.



2.3 Kvantummechanikai leiras, hullamfiiggvény

A kvantummechanika az a kvantumelmélet, ahol egy részecske térbeli pozicigjanak ¢ mérési operatora és
a téreltolds (impulzus) p operdtora az a “bdzis”, amelyek szerint minden més operdtor kifejezhetd. A
kvantummechanika nem teljes, mert mezdk nem szerepelhetnek benne: példaul az elektromos tér mérési
operatora nem eleme a fent definidlt operatorseregnek.
A kvantummechanikaban az dllapotokat leggyakrabban a pozicié mérés operator sajatallapotainak bazisaban
fejtik ki. Ez a hulldmfiggvény:
qlzy =zlz) = (@)= (zl)). (23)

Altaldban feltessziik, hogy a helymérés folytonos spektrummal rendelkezik, azaz x € R. A hely sajdtallapot
hullamfiiggvénye
(x|z0) = 0(x — 20) (24)

nem norméalhaté allapot.
A helymérés operdtordanak hatdsa a hullamfiiggvényen

W) =qlp) = ¥(x)=(2lglY) =z (x|v) = 2¢(x). (25)

A helymérés tehat a hely sajatértékkel vald szorzassal reprezentalhato.
Hogy az impulzus hatdsat megtaldljuk végezziik el a kovetkezd derivalast
ipa

— PGP = i PhGe TP — P Gpe TP = 1, (26)

da

Ezen feliil a = 0-nal e%Ge~%4|,_y = §, emiatt

ePGe~ Pt = G+ q. (27)
Ezt alkalmazva egy hely sajatallapotra
G fa) = PG+ @)fa) = (@ a)e P a) S o) = [a+a), (28)
az eltolt sajatvektort adja. Emiatt aztan
(zle®|y) = (2 + al)) = P(z + a). (29)
Ezt sorba fejtve, és az a szerinti rendeket megfeleltetve egymsanak lathatjuk, hogy
(z|(ip)"|[¢) = O (x). (30)

Ez az egyenlet azt jelenti, hogy maga ip reprezentalhatd mint derivalas
ip = 0. (31)
Megjegyezziik, hogy ha p sajitallapotai |p)-k, akkor
plp) =plp) = —i0:(zlp) =plzlp) = (alp)=e"". (32)

Ez a sajatallapot sem normalhaté. Ebben a bazisban p irhato fel gy, mint szorzasoperator, és a helymérés
lesz i0p. Az impulzus “hullamfiiggvény” és a hely hullamfiiggvény egymaéshoz valé viszonya

wm=ww=/mmwmw=/Mowm (33)

Fourier transzformacio.
Ezek utan minden operator, ami ¢ és p fiiggvénye mint differencidloperator irhaté fel, amely x és —i0,
fiiggvénye. A Schrodinger-egyenlet alakja tehat

(i0y — H(=i0,))i(t, x) = itpo(x)5(t). (34)



2.4 Energia sajatértékek és a propagator

A kvantummechanika kozponti feladata az adott rendszer Hamilton operatora sajatértékeinek meghatarozasa,
azaz a lehetséges energiaszintek megadasa, valamint az energia sajatallapotok hulamfiiggvényének meghatarozasa.
Az éltaldnos kvantumelméletben ezeket a mennyiségeket olyan fogalmakkal cseréljiik fel, amely nem kotédik
kozvetleniil a hely reprezentaciéhoz. A hulldmfiigvény helyett a propagéatort, az energiaszintek megadasa
helyett az azok sfirliségét megadd spektral operdtort/fiiggvényt hasznaljuk, az energia sajdtéllapotokat (ha
erre sziikségiink van) a sajdtdllapotokra vetitd projektorokkal kezeljiik. Ebben a fejezetben ezeket a fogal-
makat vezetjiik be, és mutatunk ra a hasznélatara.

A Schrédinger egyenlet linedris parcidlis differencidlegyenlet, azaz megoldhaté a Green-fiiggvény tech-
nikéval. A megoldandé egyenlet

(i0, — H)[¥) =0, & [¢,to) = |[tbo) - (35)
Ennek megoldésa

[0,t) = o(t) [tho),  ahol oft) = eIt (36)

id6fejlesztd operator. Az idéfejleszté operatorra igaz egyenlet
(0 — H)o(t) =0 0(0) = 1. (37)

Milyen az idéfejleszté operator Fourier transzformaltja? Ehhez irjuk fel az idofejleszté operatort a
sajatenergia bazisban

o(t) = Z In,t)(n,0| = Z e tEntp, P, =n)(n|. (38)

Ennek Fourier transzformaltja

o(w) = 2md(w — E,) Py, (39)

egy olyan operator, amely csak akkor nem nulla, ha a frekvencidval eltalaljuk valamelyik energia sajatértéket,
ott értéke éppen az arra az energia sajitaltérre vett projektor. Ezért a o(w) a probléma spektrumédt
szolgaltatja, igy szoktak spektral-operatornak is nevezni. Ha ennek a trace-ét vessziil, akkor

Tro(w) = ) 2mgnd(w — En), (40)

mar fiiggvény, ahonnan az energia sajatértékek olvashaték le, g, a sajatérték multiplicitasa. Ez az dllapotsiiriség
kifejezése.

Az idéfejlesztd operatornal eléirhatjuk azt is, hogy az adott allapot az id6fejlodés kezd6- vagy végallapota,
ezzel a kés6bbiekben gyakran hasznalt fogalmakhoz, a retarddlt és avanzsalt Green-fiigguények definiciéjahoz
jutunk:

iGrer(t) = O)e . iGay(t) = —O(—t)e 1, (41)
A retardalt Green-fiiggvénnyel ¢ > tg-ra
W)v t> = Z.Gyret(t - tO) |7/}0> ) (42)

t < to esetén pedig nullat kapunk. Hasonld formuldk igazak ¢t < to esetén az avanzsilt Green-fiiggvényekkel.
A két Green-fliggvény kiilonbsége

iGret(t) - Z.Gyav (t) = Q(t)' (43)
A Green-fiiggvény idéderivaltjat véve
i0,iG(t) = i6; (@(t)e_m t) = i6(t)1 + HiG(t), (44)
azaz R
(10, — H)G(t) = 6(t)1, (45)



ez indokolja a Green-fliggvény elnevezést. Ez a fajta felirds 6sszhangban van azzal, hogy a kezdéfeltételt a
differencidlegyenletbe belevehetjiik: ugyanis ha

(10 — H) [0) = i|tbo) 6(t —to)  [¥,t = —o00) =0, (46)

akkor t = —oo-t6l t = t(-ig nincs forrastag, igy a megoldéds nulla. ¢ = tp-nal ugrdsa lesz az egyenletnek, amit
onnan lathatunk, ha ty —e-t6l to +e-ig integraljuk a fenti egyenletet. Feltételezve, hogy sehol nem szinguldris
a megoldas, kapjuk:

to+e tot+e
[t o= fj) = ilito &)~ ilisto — 2+ O = [ atild) st~ t0) =ild). (A7)
to—e to—e
Mivel i |1, tg — e) = 0, ¢ = 0 mellett adddik, hogy |, to) = [1o). Emiatt valéban egy kezdeti feltétel
problémat hatdroz meg.

A Green-fiiggvényt valamilyen bézisban felirva Go, matrixelemeket kapunk. A )" |a)iGqp egy olyan
allapot idéfejlédését irja le, amely |b)-bdl indult ¢ = 0-ndl, hiszen

b,8) = iG(8) [b) = D _ la) (al iG(t) [b) = Y |a) iGlap. (48)

Ezért a Green-fiiggvény tekintheto a hullamfiiggvény altalanositasanak.
A Green-fiiggvény egyenletét Fourier-transzformélva kapjuk

(w—H)GW) =1, (49)
Gw)=(w-H)™ (50)

Ez az altaldnos propagator, ahol w a komplex sikon veheti fel értékét. Ha w valds, akkor H sajdtértékeinél
a propagatornak polusai vannak. Hogy jobban ldssuk, mi is torténik, irjuk fel a jobb oldalt ismét H
sajatrendszerében

Gw) =Y 5 Po 51)

azaz valéban, haw — E,,, akkor G felrobban. Ez rogot médszert szolgaltat arra, hogy — amennyiben ismerjiik
a propagatort — hogyan hatdrozhatjuk meg a rendszer energia sajatértékeit és sajatvektorait. Az energia
sajatértékek meghatarozasahoz vegyiik G trace-ét:

TrCw) =) - fEn (52)

n

ami azt jelenti, hogy ennek a fliggvénynek a polusai adjak az energia sajatértékeket. A gyakorlatban gyakran
csak valamilyen matrixelemet szamolunk:

[ (@[n) |2

(B|G(w)|®) = Z w_E, (53)

ennek pdlusai azon sajatértékek meghatdrozdsdra alkalmas, ahol (®|n) # 0, amely a ® &llapot kvantumc-
satorndjat jelenti. Ha tudjuk a pélusok helyét, akkor az adott sajataltérre vetité projektort a pélus rezidu-
umaként kapjuk:
P, = Res G(w) = lim (w— E,)G(w). (54)
w=E, w—E,
A G’(w) inverz Fourier transzforméltjanak meghatarozdasahaz meg kell mondanunk, mit kezdjiink a
propagator pélusaival. Ez az el6irds a hatarfeltételekkel van kapcsolatban. Ha a nevez6héz ie mennyiséget
adunk e > 0-val, akkor az inverz Fourier transzformaécié

Oodw gt .
— = —iO(t)e P, 55
/ 21 w— B + i€ iB(t)e (55)



Ez tgy lathaté, hogy w = w, + iw; valasztdssal az exponens e~ “r!T«it  Emiatt ¢ > 0-ra a konttr lefelé
(w; < 0) zdrhatd, ahol van egy egységnyi reziduumi pélus. Ennek jaruléka, a forditott korbejdrds miatt
—2mi. Ha t > 0, a kontur felfelé zarhatd, ahol nincs pélus, az integrdl nulla. A © megjelenése miatt a
retardalt megoldast kaptuk; ha —ie-t adtunk volna a nevezohoz, akkor avanzsilt megoldéds lett volna az
eredmény:

Glw+ie) = Grar(w),  Glw—ie) = Gap(w). (56)
Ezeket a formulakat hivjuk Landau el6irasnak. Expliciten kifrva
iGraw) =Y ———— P, iGuw) =Y ————P,. (57)

" w—FE, +ic w—FE, —ic

A retardalt és avanzsalt megoldas kiilonbsége éppen az idofejlesztést adta, 1. . Ez Fourier bazisban
azt jelenti, hogy . .
0 =1G(w +ic) — iG(w — ig). (58)

Ezt a kifejezést egy fliggvény diszkontinuitasanak nevezziik:

Disc f = f(w + ie) — f(w — ie), (59)
azaz )
0(w) = DisciG(w). (60)
Ebben az esetben 1 1 1 9
Disc — = = 20 oris(a). (61)

r  x4ie x—ie a’+4e?
Emiatt visszakaptuk alakot
o(w) = 216(w — En)Py. (62)

A propagator diszkontinuitasa tehat az allapotsiirtiség. Ez is egy lehetséges eljaras a propagator ismeretében

a rendszer energia sajatallapotainak és az azokra torténd vetités operatoranak meghatarozasahoz. Mindez

azt is mutatja, hogy a rendszer propagatora minden informaéciot tartalamaz a rendszerrol.
Kvantummechanikdban mindent a hely bazisban fejeziink ki: a Green-fiiggvény matrixelemei:

Glt.o.o') = (alGOR) = ltn) = (alw(e)) = [ do' (a]iGrus(t)] ) (o) = [ d'iGt. ')l
(63)
A Green-fiiggvényre vonatkozé differencialegyenlet:

(i0y — H(—10,2))G(t,z,2") = §(t)6(z — ). (64)

2.5 A propagator matrixelemeinek analitikus struktiraja végtelen térfogatban

Fontos hangsilyozni, hogy a propagator analitikus szerkezete a kvantumelméletben szigortian rogzitett, 1.
. A komplex frekvenciandl értelmezett propagatornak a valés tengelyen vannak pdlusai, amelyek fizikailag
az energiaszinteket jelentik. A propagdtorbdl a spektral fliggvényhez diszkontinuitds képzéssel juthatunk,
forditva pedig

Gl = [ 2L (65)

amirol felhasznaldsaval konnyen meggy6zodhetiink. Ez a képlet a Kramers Kronig reldcio.

Véges rendszer energiaszintjei mindig diszkrétek. Azonban nagy térfogatok esetén az energiaszintek igen
kozel keriilnek egymashoz. Hogy ezt lassuk, gondoljunk egy L linedris méretii 1D rendszerre, amelynek
periodikus hatarfeltételei vannak. A sikhulldmokra a periodicitas kévetelménye

) ) ) 2 2
ek — gihlz+l) o gkl —1 = | = %n = k= fﬂ-, (66)
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ennyivel tér el a szomszédos médusok hullamszama. Nemrelativisztikus rendszerben tehat az energiaszintek
kiilonbsége
(k +6k)? K2 2m k 9
F=—"———=——+4+0(k) =
2m 2m Lm + Ok

L — oo esetén tehdt az energiaszintek kozelednek egymaéashoz a fizikai hossz inverzével ardnyosan.
Magasabb dimenziés esetben masik effektus is felléphet. Egy teljesen szimmetrikus 3D-s test esetén az
energidt F(k) adja meg, ahol k a hulldmszdm abszolit értéke. Ebben az esetben az energiszintek kiiliinbségére

2Ty

+ O(6k?). (67)

dE2n  27mvg

értéket kapnank, ahol L a linedris hossz, vg pedig a “csoportsebesség”. Ugyanakkor az ehhez az energidhoz
tartozo Osszes impulzus allapot szama, azaz az energiaszintek elfajultsdga

4mk?
=~ ~ (kL)% 69
Ha a test nem teljesen szimmetrikus, akkor ezek az elfajulasok feloldédnak, gondoljunk a 3D-s téglatest alaku
iiregrezonator energiaszintjeit megadd
T,

E? — (he)? 2 o
(he) Zk k; T, (70)

képletre. Az energiaszeintek kiillonbsége (h = ¢ = 1 egységrendszerben — amiigy van egy fic szorzo)
1
0B = Z kiOk; (71)

képlettel szdmolhatd, ahol dk; = w/L;dn;, lehet pozitiv, negativ vagy nulla is. Az ~ 1/L-es fliggés mellett
itt még gy is kozeledhetnek az energiaszintek, hogy mondjuk az egyik mdédus szamat noveljik, a masikét
csokkentjiik.

Ha teljesen feloldédnak az elfajuldsok, akkor a 0 Fs.;, energialépésben gp darab energiszint taldlhato,
azaz az energiaszintek tipikus tavolsaga

6Eszim VR VR VE )\2

5E: ~ ~ ~
95 ) ) A 7

(72)

mar a térfogattal ardnyosan csokkennek; az utolsé formuldban a A a hulldimhosszt jelenti.
Ha a rendszert pontosan egy energiaszintrdl inditunk, akkor annak idéfejlédése csak fazist jelent, emiatt
valamilyen 7' = T mérheté mennyiség varhaté értéke idében allandé marad:

> _ efiE,Lt

n,t n), = (n,tT|n,t) = (n|T|n). (73)

Ha egyszerre két energiaszintet gerjesztiink, akkor persze

[0,1) = ae” 1 [ny) + Be” ), Ja? + (87 =1, (74)
az ezen mért varhato érték:

(W, t[T |3, t) = (1, 0T, 0) + 2A (cos(8E t + ) — cos ), (75)

ahol )

o B{n1|T|n2)
1 .

Két energiaszint megkiilonboztetéséhez tehit ¢ ~ 1/JF ideig kell mérniink — ez a lebegési frenkvencia. 1D

rendszerben ez fizikailag tipikusan azt az id6t jelenti, amig a jel atér az L térfogaton, ami még kivarhato, de

E = By — B, A:|a*ﬂ|‘<n1|’f|n2>, cosyp =

(76)
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3D rendszerekben az elfajuldasok feloldéddsa miatt az energiaszintek jéval kozelebb vannak egymaéshoz, ezért
a lebegést két kozeli energiszint kivarni (feltéve, hogy vg ~ ¢

VLA . (77)
cA? A8
idot vesz igénybe, illetve a sajat rezgés peridédusidejének ennyiszerese. Hogy egy szampéldat hozzunk: 1
m?3-es dobozban a ldthaté fény két energiaszintjének lebegési ideje kb egy nap, a fény periédusidejének kb
10"9-szerese.

Ha egyetlen energiaszintet akarunk gerjeszteni, akkor tigy kell a rendszert preparélni, hogy a szomszédos
energiszintek mar ne gerjesztédjenek. Az energia sajatallapot el6allitasdhoz tehat a rendszert a lebegési ideig
kell koherensen kezelni, ami gyakorlatilag lehetetlen feladat. Részecskefizikdban egy-egy részecske tipikus
el6allitasi ideje (“creation time”) nagyjabdl megfelel annak az idének, amig a fény atér rajta, azaz 7 ~ \/c.
Ilyen révid id6 alatt az dllapotnak atfedése tipikusan a fent ldtott V/A3 szami allapottal van. Emiatt valédi
rendszerekben energia sajatallapotot lényegében nem tudunk eléédllitani, ha a hulldmfiiggvények kiterjednek
a teljes térfogatra. A tipikusan eléallithaté allapotok energia sajatéllapot szerinti felbontésa igen sok szintet
tartalmaz.

Az energiaszintek siirliségét formalisan az dllapotsiiriiség kifejezésébdl is magkaphatjuk, hiszen egy [E, E+
0E] intervallumban levé energiaszintek szdma

E+6E 1 E+3E
Z@(E<EH<E+6E):Z/dwé(w—En):§ /dwTrg(w). (78)
" E E

Elegendéen nagy dE-re a fenti szam, ahogy lattuk, ardnyos lesz a térfogattal, azaz igen sok allapotot jelent.
Ugyanakkor, ha E > JF, akkor az allapotok szama & E-vel kozel linearisan valtozik. Emiatt definialhatjuk
a folytonos allapotstiriiség kifejezését, mint

11 E+4+SFE
o(B) =55 [ doTrow) (79)
E

Ez a fliggvény méar nem Dirac-deltakbdl all, hanem folytonos. Nem nulla értékeket £ > FEy-t6l kezdve vesz
fel, ahol Ey a rendszer alapallapoti energidja.

Ugyanezzel a gondolatmenettel élhetiink akkor is, ha fizikailag el6allithat6é allapotokat tekintiink, és
kivancsiak vagyunk az allapot idéfejlédésére. Ekkor az idéfejleszté operator matrixelemeit kell tekinteniink:

(¥]o(t) Ze Bt (| Py ) - (80)

Ha nincsenek elfajuldsok, akkor n és E,, kozott egyértelmii kapcsolat van, azaz a matrixelemek F,, fliggvényeként

is megadhatok. Vezessiik be a projektorok matrixelemeit mint energia fiiggvényeket a kovetkezd moédon:

F(Ey)
v )

(| Paln) = (81)
ahol a térfogattal valé normélast az indokolja, hogy nagyon sok energiaszinttel vagyunk atfedésben, és ezért
egy allapottal valé atfedés matrixeleme forditottan ardnyos az Gsszes allapot szaménak inverzével.

Ha fizikailag el6allithaté allapotokkal foglalkozunk, akkor rdaddsul F'(E) az energia lassan véltozo figgvénye.
Ennek kovetkeztében a szumma &atirhatd integrélla

E+4+6F
dw i dw iw
<¢‘Q / 227'('50) E t Z(SEV(SE / gTrQ(w)e tF(w):
E
_ [ dE —iBt
= / 5 J(E)F(E)e™™ (82)

— 0o
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Ezzel a kifejezéssel formalisan értelmezhetjiik a folytonos spektrél fliggvény matrixelemeket

o(w, ¥, n) = g(w)F(w). (83)

Ez a fiiggvény is folytonos, nem nulla értékeket w > Fy-tdl kezdve vehet fel. Megjegyezziik, hogy a spektrum-
nak lehetnek diszkrét értékei is specialis esetben, elszigetelt energia sajatértékek esetében, amelyek tavolsaga
a tobbi sajatértéktol nem valtozik a térfogat fiiggvényében. Ilyenek példaul a stabil kotott allapotok ener-
giaszintjei.

A fent elmondottak operator szinten is végigvihet6k, az eredmény a projektor mértékek feletti integral
bevezetése lesz. Mi azonban végig matrixelemekkel fogunk foglalkozni.

A propagéator métrixelemeire , az inverz relaciéra Osszefiiggés vonatkozik:

[e.°]

Glw,¥,m) = (IG(@)n) = /

— 00

dw' o(w', 1, n)
2r w—w

; o(w; ¥, n) = DisciG(w, 1, 7). (84)

A tovébbiakban elhagyjuk a métrixelemekre hivatkozo v és n jelolést. A mésodik reldcié azt mondja, hogy
G(w +ie) = G(w —ie) + o(w), (85)

ami azt jelenti, hogy folytonos spektrum esetén a propagator felsé és alsé félsikbeli értékei kozott végig ugras
van. Ezt nevezziik az adott fliggvény vdgdsdnak.

Matematikailag a vagds olyan fliggvények esetén jelenik meg, amelyek tobbértékiiek lehetnek. Példaul az
y? = x megoldésa y = ++/7, mindkettd kielégiti az egyenletet. A komplex sikra kiterjesztett megoldés ezt a
kett&sséget érdekes médon veszi figyelembe. Polar paraméterezés esetén

r=re? = y=re¥?=ye¥, (86)

vagyis a sz0g megfelezédik. Ez viszont azt jelenti, hogy y-ra kiilonbozé értékeket kapunk a ¢ € [0, 4]
tatomanyon végighaladva. Vagyis az x sikon kétszer kell korbefordulnunk, hogy y-ban periodicitast kapjunk.
Ezeket a korbeforduldsokat nevezzik Riemann-leveleknek. A gyokfliiggvénynél példdul az x értelmezési tar-
tomdnyaban eredetileg ¢ € [—m, 7|, ennek értékkészlete viszont £ € [—7/2,7/2]. Az x sikban a ™ — ¢ és a
—m + € szogekhez tartozé értékek kozel vannak € — 0 esetén, de a képiikk mar messzire keriil:

x1 =1eTTE gy =re e — xo & 2ire = 0

y1 = e m2TER Ly = \frem ATy s m 20T (87)

A gyokfiggvény diszkontinuitdsa (vagdsa) tehdt a valés tengely mentén

Disc /& = V& +ic — V& — ic = 2i0(—x)v/—x. (88)

A gyokfiiggvény els6 Riemann-levelének képe a Rey > 0 félsik, a mésodik Riemann levél képe a Rey < 0
félsik. A két Riemann levél egymdshoz a negativ = tengelynél kapcsolédik: a vigason “atbijva” érhetiink el
a masodik levélre. A leképzés valds és képzetes részét lathatjuk a[l] dbran. A gyokfiiggvény a két Riemann-
levél egyesitésén mar egyértelmii, azonban az nem egyértelmi, hol helyezkedik el a két Riemann-levél hatara,
azt barhogyan definidlhatjuk, a két levelet kettévigva.

Egy masik jelent6s fliggvény, amely nem egyértéki, a logaritmus. Erre

r=re¥ = Inz=Inr+ip. (89)
A leképzés képzetes része tehdt folyamatosan né, habéar az értelmezési tartomanyban korbe-korbe jarunk.

TItt tehdt végtelen sok Riemann-levél létezik. Az dtjérds a szokdsos ¢ € [—m, ] definiciéval szintén a negativ
x tengelynél van:

log(—z + ig) — log(—x — ie) = log(—1 + z%) —log(—x + z%) = 2. (90)

A logaritmus fiiggvény valds és képzetes részét latjuk a2 dbrdn. A spirdl menetemelkedése 2.
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Figure 1: A két Riemann levél megjelenése a gyokfiiggvény valds és képzetes részében.

Figure 2: A logaritmus fiiggvény Riemann-levelei.
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A spektédl fliggvény értéke valds idében egy adott allapot idéfliggését adja meg. Nézziik meg, milyen
tipikus idofiiggéseket taldlunk hosszu idok esetén.

Ha a spektral fiiggvénynek vdgdsa van valamilyen E; értéktél kezdve (ez a kiszobérték, angolul threshold
value), akkor sorba fejthetjitk ezen érték koriill. A vezetd vieslkedés (w — E;)® kiemelhetd, igy

o0 o0 oo

dw ; dw ; > ; dw’ i’ @ = n
Q(t) — / e e—zwtg(w> _ / b e—zwt(w _ Et)a ch(w _ Et)n — ikt / W Tt Z an/ _
2 27 = 2T =

— 00 — 0o

—o0
oo
. 1 ¢ dr _.
_ —iEt -n o =i, a4n
= 7t0‘+1;t" / 27Te T . (91)
- —0o0

Hossz1 id6 mulva a vezetd idéfiiggés tehat t~~1, ahol o a spektral fiiggvény viselkedése a kiiszéb kizelében.
Gyokos kiiszob esetén (1. kovetkezd fejezet) az idéfiiggés ~ t—3/2.

A misik tipikus viselkedés akkor figyelhetd meg, ha a spektral fiiggvénynek Lorentz-gérbével kozelithetd
cstcsa van. A cstcs jaruléka

(oo} (oo}
dw _; 1 i dw _,; 1 1 T
1) = —iwt — —iwt _ _ 1 —iwot=Tt| 92
o(t) /27r6 (w—wp)? 4172 2F/27r6 [w—wo—i—if w—wy — il r° » (92)

akar folfelé, akar lefelé zarjuk a konturt. Ekkor az energia sajatallapot idofiiggéséhez egy exponencidlis
csillapodast (bomlést) is kapunk. Ezeket az allapotokat kvdzirészecskéknek is nevezhetjiik, mert kis I' esetén
sok szempontbdl egy energia sajatrérték modjara viselkedik a rendszer.

Fontos hangsulyozni, hogy bar a fent emlitett matrielemek nulldhoz tartanak, az unitaritds nem séril:
ha energia sajatallapotokban irjuk fel az idéfejlodést, tovabbra is igaz, hogy a hullamfiliggvények norméja 1

marad: A
W}a t> = Z CneizEnt
n

Azonban az idéfejleszt6é operator fizikailag megfigyelheté matrixelemei mégis csillapodast mutatnak, annak
kovetkeztében, hogy az allapotot felépité energia sajatvektorok fazisai kozott kezdetben fenndllt 6sszhang
szétzilalodik, akarcsak a lebegésnél, példaul:

(Wlst) = leal’e™ Pt 0. (94)

n) = )P = lel =1 (93)

2.6 Spektral fiiggvények eltolas invarians esetben

A Hamilton operétor dltaldban tartalmaz egy kinetikus és egy potenciél tagot, ezért a Green-fiiggvény kom-
plikélt, analitikusan nem meghatarozhaté kifejezés. Ha hidnyzik a potencial tag, akkor a Hamilton-operator
eltolds invaridns, azaz felcserélhet6 az impulzus operdtorral (helyeltolds infinitezimdlis generatoraval). Emi-
att a Hamilton operdtornak és az impulzusnak van kozos sajatfiiggvényrendszere

J|E,X), H|EXk) =FE|EX), pH|EK) =k|E k). (95)

A Green-fiiggvényekre vonatkozé Schrodinger egyenlet id6beli Fourier transzformalt alakja , ezt szend-
vicselve |E, k) éllapottal kapjuk

1

ahol
G(w, E, k) = <E,k ’G(w)‘ E,k>. (97)
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2.6.1 Egyetlen szabad részecske példaja

Egy részecske kvantummechanika esetén az eltolasinvarinacia azt jelenti, hogy a Hamilton operétor kife-
jezhetd az impulzussal

H(p) = E=E, (98)

az energia az impulzus fliggvénye (diszperzids reldcid). Az idéfejleszté operdtor és a propagdtor impulzus

matrixelemei .

:w—Ek'

Az idéfejleszt6 operator Fourier-transzformaéltja, vagy a propagator diszkontinuitdsa adja a spektral fliggvényt:

o(t k) = (K [ei (99)

k> = e Bkt G(w, k)

o(w, k) =275 (w — Ey). (100)

Ennek jelentése ugyanaz, mint amit fent is elmondtunk: hatdrozott impulzusnal csak egy energiaszintiink
van Ej helyen.
Az dllapotsiirtiség a spektralfiiggvény spurja. Impuzus bazisban felirva

4 3
Tro(w) = zk:g(w,k) = G /d ko(w, k), (101)
mert k, = %T" periodikus hatédrfeltételek esetén barmely irdnyban. Emiatt Ak = %’T, ezzel bovitve kapjuk

a szummabdl a (Riemann-) integrélt. Hely reprezentdcidéban a téreltolds invariancia miatt

Tr o(w) = Z o(w,x,x) = Vo(w,x = 0). (102)

X

Szabad nemrelativisztikus részecske esetén Ej, = % A spektral fiiggvény és az dltalanos propagator
kifejezése

k> 1
2m
Az sszes energiaszinthez az dllapotsiirtiség kifejezését kell nézniink:
d*k k2 m

az allapotstirtiség gyokosen emelkedik. Hasonld eredményt kapunk relativisztikus esetben, ahol E? = k2 4+m?
(¢ = 1 egységrendszerben):

3 w
o(w,x =0) = /% (2m)0(w — VK2 +m?) = - w2 —m?2. (105)

Amennyiben a rendszer nem teljesen eltolds invardns, azonban a téreltolasra lassan valtozik a potencial,
akkor a fenti kifejezés valamennyire helyfiigé lesz: ez akkor a lokélis allapotsiiriiség. Pasztdzé elektron-
mikroszképnal (scanning electron microscope, SEM) a pdsztdzé ti hegye és a feliilet kozotti dtmeneti
valdszinliség, azaz a mikroszképon dtfolyé dram I ~ T'(w,x)o(w,x) ardnyos a végallapotok o(w,x) szdméval
és a T(w) &tmeneti valészfnﬁséggeﬂ Az dram megvéltozik, ha az dtmeneti (alagutazdsi) valészin(iség
valtozik, vagy a lokélis dllapotsiiriiség valtozik. Az atfoly6 aramot mérve, vagy atomer6-elektronmikroszképnél
(atomic force mikroscope, AFM) a t{i hegye és a feliilet kozott haté erét mérve egészen atomi méretekig ter-
jedd felbontas érhetd el.

2A pontos képletet a Landauer-Biittiker formula adja meg Iap = % deg(E)f’(E)T(E), ahol o(FE) az allapotsiiriiség,

f(E) az closzlésfiiggvény, T(FE) az dtmeneti valésziniiség. A Q—he a vezet8képesség kvantuma.
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2.6.2 Két részecske rendszer

Ha két eltéro tomegl fiiggetlen részecskénk van, akkor a Hamilton operator

ﬁ:ﬁl-l-ﬁg, I;[l’g(kl’g), (106)
példaul nemrelativisztikus esetben
X k?,
Hya(kyo) = . 107
1,2(k1,2) s (107)

Mind k1, mind ks megmaradé mennyiség, ezek sajatvektoraival jellemezhetjiik a rendszert:

A i Pk, Pk
o0 = 7 = [ G e T ) (108

Fourier térben

) Py ks o5~ By — By) ko ka) (ki k 109
o) = [ Tk s (278 = By = )l Ko e Kol (109)
Megadott ki és ko esetén, az egy részecske rendszerhez hasonléan, most is csak egyetlen energiaszintet
kapunk.

Sok esetben azonban nem tudjuk a két impulzust kiilon kontrolldlni, csak az Osszimpulzust. A két
részecske allapotokat jellemzhetjiik az 6sszimpulzussal és mondjuk az egyik impulzusaval

3 3
06) = [ (5% s (20— Fa(10 — Eap — ) k) (pik. (110)

Ilyenkor értelmes feltenni azt a kérdést, hogy mekkora az allapotsiiriiség egy adott 6sszimpulzus esetén: ezt
parcialis spurképzéssel kaphatjuk meg:

d*k
(2m)?

Bar ez az integrél altalanosan is elvégezhetS, nézziik csak a p = 0 rendszert, ekkor formalisan ugyanaz az
integrdl jon ki, mint korabban az egy részecske teljes allapotsiirtiségnél

0w, ) = (p|Tricd(w)| p) = / (2m)6(w — By (k) — Ba(p — K)). (111)

3 2
o(w,p=0) = /(;lﬂl){g (2m)0(w — ;W) % 2Mw, (112)

ahol M = n’ﬁﬂr”;fz redukalt tomeg. Az allapotsiliriiség itt is gyokosen indul.
Ha a két részecske kozotti potencidl fontos szerepet jatszik, akkor az allapotsiiriiség egyre jobban torzul.
Legjelentosebb valtozas, ha léteznek kotott allapotok: ezek az allapotsiliriiségben a negativ energias részén

megjelend diszkrét Dirac-deltakként jelentkeznek.

2.7 Perturbaciészamitas

A Green-fiiggvénnyel perturbaciészdmitést is végezhetiink. Tegyiik fel, hogy ismerjiikk a Green-fiiggvényét
egy H, Hamilton operatornak, és H = Hy + V. Ekkor frekvencia-térben

>

w — 0 V)é =1 (w - ﬁo)éo =1
le

é 1 — Ao_l _ A
G = Go + GOVG G = GO + GVGQ
G = Go + GOVGO + éoV@oV@o + ... G()(Véo)n (113)

A két utolsé kifejezést szoktdk Dyson-Schwinger sornak nevezni. Ha formélisan V ~ ), akkor a fenti
kifejezéssel A haladé sordban irhatjuk fel a propagatort, azaz perturbative meghatdrozhatjuk.
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Innen megkaphatjuk a sajédtvektorok és sajdtértékek transzformdciojat is, itt elsé rendben szamuljuk ki
ezeket a mennyiségeket. Tegyiik fel, hogy a teljes rendszer energia sajatértékei E,-ek, a hozzdjuk tartozé
energia sajatvektorok |n)-ek, a teljes propagdtor tehat

Gw) = 3 = Gl (114)

n

Az eredeti Hy rendszer energia sajatértékeit E,-nel, a hozzdjuk tartozé sajatvekorokat |n)-nel jeloljik, ekkor

Colw) = Y o= ). (115)

A Dyson-Schwinger sor elsé rendben kifrva:

A Vnm
Glw) = . 116
@ =3 g el X gyl (16)
ahol R
Viim = (n|V|m). (117)
Az energiaszintek eltolodasdhoz érdemes Tr G pélusait nézni:
TI"G Zgn Van + ... ZZL—F... (118)
w — E (W—En)2 - W_En_vnn ’
azaz B
E,=E,+ Vyn. (119)

E,-nek ezt a kifejezését visszairva (116])-be, elsé rendben kapjuk:

A 1
G(w):Z(w_En (w_ )|n n\—l—z o E)|n><m|+.... (120)

n

A dupla pdlus kiesik (innen is meghatdrozhattuk volna az energiaszintek eltolodasat):

)= - _1En In)(n] + ; = ES"(Z I+ (121)

Innen konnyen leolvashaté a reziduum w = E,,-nél, ez éppen az 1j sajataltérre vetités projektora
Y] = ) (n] + Z( Vom 1, ><m|+Vm"m><n|>+.... (122)
) (En - Em)

m#n

Ez a kifejezés gy is értelmezhetd, hogy
T\ _ an
[n) = [n) + B =B m) . (123)

A perturbacidszamitas fenti képletei megegyeznek a kvantummechanikai perturbaciészamitas eredményeivel.
A propagétor kiszdamitdsara ugyanakkor sokkal hatékonyabb eszkdzok is rendelkezésre dllnak.
2.8 PA&lyaintegral reprezentacio

Az id6fejleszt6 operatator specidlis alakjanak koszonhetOen az id6fejleszté operdtator és a propagator matrixelemei
kielégitik a kovetkez6 egyenletet

() -

&) (& o=

n). (124)
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ahol |&;) teljes bézist alkot, t; pedig tetszdleges idépont. Az idéfejleszté operdtor ezen bdzisban felvett
matrixelemeit jeloljitk

0i(t) = <§i ‘e_mt

&) (125)
modon, erre tehdt irhatjuk

0ij(t) = oielt)oe;(t — ). (126)
¢
Megtehetjik azt, hogy minden dt = t/n id§ utdn beszurunk egy teljes bazist:
Qigin, (t) = Z OQigiy (dt)gillé (dt)QiQis (dt) s Qi _qiy (dt) (127)
il,iz,..‘infl

Itt most ugyanannak az operatornak a matrixelemeir6l van sz6. Szoktak ezt az operatort transzfer mdtriznak
nevezni:

Tij = 0ij(dt) = <fz‘ eﬂlﬁdt’ £j>7 (128)

amely a Hilbert-téren egy matrix, végtelen dimenzids, hiszen ¢ és j a baziselemeket indexeli. Ekkor a fenti
kifejezés a T' matrix matrixszorzasa, azaz T hatvanyozasa:

0ij (t) = (T")i;. (129)

Ha dt — 0 akkor {rhatjuk

Ty = (& | &) = (6iley) — ide (& 7] &) + Ode*) = (Gl =™ + O(ar),  (130)
ahol
H, <£i ! §j> (131)
Yals)
Formalisan a szorzé matrixelemet is reprezentalhatjuk exponencidlis alakban:
. In (&]€;
<§Z|£j> _ ezdtRij = Rij - n <flt|€J> (132)

Valéjaban semmi nem garantilja, hogy az R méatrix véges maradjon a dt — 0 limeszben. Ezzel nem térédve
irhatjuk
Ty = et dt(Rij—Hij) _ oidtli; o [ — R _ H, (133)

ami egy formalis Lagrange-fliggvény, és

ZHULED DR (134)

11,82,...4n—1

Az exponensben szereplé kifejezés
" t
dt(Ligiy + Liyiy + -+ Liy_yi,) = Y dtLi,_, i, — /dt/L(t/) = Sigyins (135)
k=1 2

a formdlis Lagrange-fliggvény indéintegralja, azaz a formélis hatds. Végiil tehat

Oigin, (1) = Y €Sioin. (136)

11,82, In—1

Ez a kifejezés egzakt, amennyiben minden mennyiséget végesnek tartunk meg (az integralt is).
Kvantummechanikaban a szokasos eljaras, hogy

&) = lz), (137)
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ekkor a szummak helyett az x-ekre torténd integralunk lesz. A transzfer matrix alakjihoz érdemes a p-
sajétéllapotokat is bevetni (a p-re valé integralt nem jelolom):

Ty = (@le™ M y) = (ale™ T |p) (ply) = e~ HEP (g]p) (ply) = e~ Hlpitinle=y) — cidthln) - (13)

ahol )
(z|H|p) . . Ty
H(x,p) = ———, L(z,p) =px — H(x,p), T = .
(0) = s (z,7) (z,7) -
Ebben az esetben tehat H valéban a klasszikus Hamilton fiiggvény, L pedig annak Legendre transzformaéltja,
azaz a Lagrange-fliggvény p-x reprezentaciéban. Ha a Hamilton-fliggvény p-fliggése kvadratikus, ekkor

(139)

p2 . 1 . —ma 2 1 .
/dpe‘mﬂ’m = eamd’ /dpe_(p T = \2rme e (140)
— 00 — 00
miatt
p2 p2 1
H(z,p) = o +V(z) = L(z,p)=pi-— o V(z) = L(z,%)= imfvz —V(z), (141)

a szokasos Lagrange-fiiggvény. Ekkor tehat

t
En =Y ifdt' (%'IYLI'Q—V(ZE))
Ozy(t) = /Da:e 0 , (142)

To=x

ahol Dx = dxidxs...dx,. Mivel az i integral ideje idt, ezért valéjaban a Dx integral az Osszes lehetséges
palyara vonatkozik, ezért a neve pdlyaintegrdl. Mas kvantumelméletekben mésok a teljes allapotok, ezért ott
nem valédi palydkon megy végig az integral, ennek ellenére a neve megmaradt ennek.

3 Tobb részecske rendszerek

Mig a kvantummechanika alkalmazhatdésaga egy részecske rendszerekben teljességgel megalapozott, a sok

részecske rendszerekben olyan jelenségekkel taldlkozhatunk, amelyet a kvantummechanikdba csak 1j elvek
beiktatasaval tudunk figyelembe venni. Az egyik ilyen elv, amely mar a legelemibb szinttol, az atomi

szinképek magyarazatatol egész a méréselmélet furcsasiagainak megértéséig kozponti szerepet jatszik, az a

részecskék megkiilonboztethetetlenségének és 6sszefonddottsdganak elve. Ebben a fejezetben a megkiilonboztethetelenség
és Osszefonddottsag kérdéskorét targyaljuk.

3.1 Megkiilonboztethetetlenség és Gibbs paradoxon

Amikor a tobb részecske rendszerek lefrasara toreksziink, akkor legelsé gondolatunk az, hogy egyma&stol

fiiggetlen egy részecske rendszereket tekintiink. Ilyen azonban a tapasztalat szerint nincsen, csak abban

az esetben, ha valami kvantumszdm (azaz megmaradé mennyiség sajdtértéke) szerint megkiilonboztethetd

allapotokrol van sz6. Két allapot, amely ugyanazokkal a kvantumszamokkal rendelkezik, egymastol megkiilonboztethetetlen.
Erre nagyon egyszerli kisérleti tapasztalatot idézhetiink. Sok géz kozelithetd elegendden nagy pon-

tossaggal szabad gédzzal, azaz az Osszetevéik nemigen hatnak kolcson egyméssal. Ebben az esetben a

statisztikus fizikabdl arra gondolnank, hogy az allapotdsszegben mindegyik részecske ugyanakkora jarulékot

ad, mintha egyediil lenne:
Bpd3x _ 2 mT\>/?
v (5) e

és
zZ =27V, (144)
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Ekkor a szabadenergia Z = e~ /T képlet alapjin

T
F=-NTlnZ, = —NThV - %NTlogm—

o (145)

Ez a kifejezés azonban nem extenziv! Ha kétszer akkora térfogatot vesziink kétszer akkora részecskeszammal,
akkor F(2N,2V) = 2F(N,V)—2NT In 2. Akkor lesz csak extenz{v a szabadenergia (és megalapozhaté a teljes
termodinamika), ha azok a konfigurdcidk, amelyek a részecskék kiilonbo6zé helyzetéhez tartoznak, egyetlen
allapottal jellemezhetok. Ekkor

1
TN

ZN = F=-NTh y_ gNT(logT + const.), (146)

Z
N

ez mar extenziv kifejezés.

Mindez azt jelenti, hogy a gdz N darab OsszetevGje nem kiilonallo entitds, hanem a tobbiekkel egylényegti,
veltik dsszefonddott dolog. Nincs kiilon egy részecske hullamfiiggvény, csak az N részecskének egyszerre lehet
hullamfiiggvénye.

Ha két kiilonb6z6 gazunk van, akkor azok molekuldi persze megkiilonboztethetéek. Ebben az esetben
az elsd formula helyes eredményt szolgdltat, és ha mindkét gdz térfogatdt kétszeresére noveljiik (azaz a két
gazt Osszekeverjiik), akkor a szabad energia —2NT In 2-vel véltozik; mivel S = —g—?, az entrépiaban 2N In 2
valtozas torténik. Ez a keverési entrépia.

A részecskék megkiilonboztethetetlenségére szamos egyéb bizonyiték is rendelkezésiinkre &ll, példaul az
elektronok fermion természete, ami miatt egy atompalydra csak (a kétféle spinbedllds miatt) két elektron
keriilhet. A fotonok kollektiv viselkedésének kovetkezménye példaul a lézer eléallitdasanak lehetdsége.

Azonban arra vonatkozdan, hogy a megkiilonboztethetetlenséggel kapcsolatban nem teljesen értiink valamit,
vonatkozik a Gibbs paradoxon. Gibbs azt a gondolatkisérletet végezte el, hogy kétfajta gzt A-t és B-t
kevert Gssze, amelynek molekuldit tgy kiillonboztette meg, hogy réjuk kis “zaszlécskat” helyezett. Ezutan a
zaszlocskakat egyre kisebbre vette. Mindaddig, amig a zaszldk latszanak, addig a részecskék megkiilonboztethetoek,
mikor azonban a zaszldcskédk eltlinnek, akkor a két gaz részecskéi megkiilonboztethetetlenek lesznek. Ennek
mérheto kovetkezményei lehetnek, példaul ha kémiai reakcié végéallapotaban A és B is el6fordulhat, akkor a
reakciéallandd a végéllapotok szamanak fliggvényében véltozik. Ez azt jelenti, hogy nemanalitikus médon
fligg egy fizikai mennyiség valamilyen folytonosan véltozoé bels6 tulajdonsagtol.

Ezt a kisérletet persze nem lehet elvégezni, ennek ellenére minden egyéb teriileten miikodik a Gibbs
altal hasznalt gondolatsor. A 6 probléma valdjdban nem az, hogy a részecskék megkiilonboztethetéek
vagy megkiillonboztethetetlenek, hanem a fenti gondolatkisérletben azt kell megvalésitanunk, hogy az egyik
lefrasbol a mésikba egy paraméter valtoztatasaval kell attérniink. Mikor a részecskéket definialjuk keltd és
eltiinteto operatorok segitségével, ismét visszatériink erre a problémaéra.

3.2 Osszefonédottsag és mérés: Bell egyenlStlenségek

Az bsszefonddottsag feltételezésének van egy furcsa kovetkezménye, nevezetesen akkor is “tudnak egymaésrol”
egy gaz molekuldi, amikor azok térszerlien, azaz kauzalisan elvalasztottak. Errdl szél Einstein, Podolsky és
Rosen 1935-ben publikalt, és késébb nevezetessé valt cikke. Ebben a mérési sajatallapotba torténé beugras
és a kauzalitds ellentmonddsossagat targyaltdk. A kérdésrél részletesebben olvashatunk [I] konyvben.

Egy késobbi atfogalmazasban a felvetés igy hangozhat: keltstink nulla impulzusmomentumi kezdéallapotbdl
két spinnel rendelkez6 részecskét, amelyek eltavolodnak egymastél, igy semmiképpen nem kommunikalhatnak.
Ha ezutdn megmérjiik valamilyen tengelyre nézve az egyik részecske spinjét, akkor biztosak lehetiink benne,
hogy a masik részecskén végzett mérés az ellentétes eredményt szolgaltatja. A paradoxon az, hogy hogyan
mondhatta el az egyik részecske, hogy 0t mar detektaltak, és ezért a maésiknak hatdrozott értékkel kell
rendelkeznie? Létszdlag ez sérti a relativitdselméletet, a maximélis sebességii informécioterjedés elvét. Ein-
steinék ezt lehetetlennek tartottak, ezért azt kellett feltételezniiik, hogy a hatérozott spinallapot mér akkor
létrejon, amikor a két részecske még kauzalis kapcsolatban volt. Ez a rejtett paraméter szamunkra csak a
mérés pillanataban deriil ki.

Az elsé megjegyzés az, hogy az érvelés nem teljesen korrekt, ugyanis ha megmérjiik az elsé részecskét,
akkor ugyan tudjuk, hogy milyen lesz a masik allapota, azonban semmiféle informéciét nem tudunk koézolni
a masik berendezéssel. Emiatt nem vagyunk ellentmondasban a relativitdaselmélet rendszerével.
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A kvantummechanika magyardzata szerint a két részecske nem kiilon entitds, azoknak csak egy kozos,
osszefonodott allapota van. Ennek ellenére igen kiilonosnek hangzik, hogy a mérési sajatdllapotba vald
beugras egyszerre torténik meg a teljes térben. Ezért nem irredlis kisérletileg is megvizsgalni a rejtett
paraméterek szerepét.

Hogy mit is érdemes mérni, arra Bell tett el6szor javaslatot 1964-ben. Késobb javitottak a javaslaton, mai
formdjaban a kovetkezOképpen néz ki. Vegyiink két elektront, amelynek spinje egy adott tengelyre nézve lehet
[1) és |)). Végezziik el a kovetkezd mérést: az egyik elektront megmérjitk a és a’ irdnyt spin-detektorokkal,
a masikat b és b’ irdnyt detektorokkal. Ez gy értendd, hogy sok kisérletet végziink, némelyiket az elsd
és mésodik detektor a illetve b beédlldsdval, mdsokat a’ illetve b, a illetve b’ és a’ illetve b’ bealldsokkal.
Legyen egy-egy adott kisérletben

e az a irdnyra vett mérés eredménye x1,
e az a’ irdnyra vett mérés eredménye
e a b irdanyra vett mérés eredménye xo,

e a b’ irdnyra vett mérés eredménye x,

ezek értéke +1 lehet. A mérések eredményét atlagoljuk. Miutdn nincs kitiintetett irdny, mindegyik mérés
atlaga onmagéban nulla:

(w1) = (1) = (22) = (23) = 0. (147)

Ugyanakkor két mérés korrelaciéja nem lesz altalaban nulla. Képezziink négy ilyen korrelatort:
Sap = (T122) Sarp = (z122), Sap = (w125) , Sary = (z123) (148)

illetve ezekbdl a
S = Sa,b + Sa’,b - Sa,b/ + Sa’,b/ (149)

mennyiséget.
Tegylik fel, hogy van valamilyen rejtett paraméter a rendszerben, amely bizonyos eloszlast kovet. Ebben
az esetben az atlagolast a rejtett paraméterre kell végezni. Ekkor

S = (z123 — 212y + T2 + @) 7Y)\ = (w1 (w2 — 75))\ + (@) (22 + 73)) - (150)
A lényeges felismerés az, hogy mivel minden konkrét mérésben xo = +1 és xf, = +1, ezért két eset lehet:

vagy oo — xh = 0 és 2o + xh, = £2, vagy xo — x5 = +2 és x5 + x4, = 0. Emiatt a fenti két tag koziil mindig
csak az egyik ad jarulékot, a masik nem. Azaz minden konkrét mérésben

2
T2 — 212y + @) + Ty 2h| = {QIZI Vagy} <2. (151)
Emiatt felirhatjuk
IS| < (|w1my — z12h + Thwe + 2i2h|) < 2. (152)

Ez a Bell-egyenlétlenség, amely a rejtett paraméter feltételezésén alapul.
Egy egyszerti mérési eljarasban példaul +1-et mériink, ha a spin irdnya és a detektor irdnya kozotti szog
kisebb, mint 90° és —1-et, ha nagyobb. Legyen a és b kozotti szog 8 (ezt mindig pozitivnak vessziik fel!),
és a beérkezo spin egyenld valészintiséggel mutasson barmilyen irdnyba. Ekkor a +1 illetve —1 mérésének
valbszintisége:
2
PL==, P zl—é, (x129) = Py — P = — — 1. (153)
T T 0
Most legyen az a és a’ detektorok szoge «, az a és b szoge 3, és a és b’ szoge 5. Amennyiben § < a < /3,
akkor
20
Sabzi_]w Sa’,bzi_]-a Sab’:7_17 Sa’,b’:

’ s T

~1, (154)
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ezért

S =-2. (155)
Hogyha o < 8, 8, akkor
Sv=2 1, 5= 5, 2P g, 2T (g
s ™ 7T s
ezért 45— a)
S:f_2 = —-2<5<2 (157)

hiszen f — « értéke 0 és 7w kdzott van.

Ha a véarhat6 értéket a kvantummechanika hatarozza meg, akkor x; és xo kézO0s mérése nem x1 és
xo értékének szorzata. Ilyenkor dllapotokkal, és a rajtuk végzett mérésekkel kell dolgoznunk. Amikor ki-
bocsatjuk a két elektront nulla 6sszimpulzusmomentummal, akkor allapotuk

b
V2

hulldmfiiggvénnyel frhaté le, ahol a spinbedllasokat a z irdnyra fogjuk vonatkoztatni (ez az éllapot szinglet,
azaz tetszOleges bedllds valasztdsdval ugyanezt az eredményt kapjuk).
A mérd operator egy a polarizacié esetén ao, ahol o;-k a Pauli-maétrixok

0, 1 0, —i .0
01:(1 O>7 0—2:(2- 0)7 03:<0 _1) (159)

Valasszuk a haladds tengelyét z-nek, a polarizécié legyen merdleges erre a tengelyre, azaz a = (cos ¢, sin ¢, 0).

Ekkor ,
. 0 cosp —isinp) (0 e
U_(cos<p+isin<p 0 >_(ew 0 ) (160)

Az egyiittes korreldcié mérése M = (aoy)(boy) operdtorral torténik, ahol oy az elsd, oy a mésodik részecske
Hilbert-terén hat. A (158)) dllapoton az a és b polarizéciés koincidencia mérés eredménye

|¥) [[T1d2) — [41T2)] (158)

Sap = (¥ |(ao)(bow)| V) =
(o) = (L)) = (W8Tt + (U 0] 1) =

(e—i%ewb + eisoae—wb} = —cos(pa — pp) = —ab. (161)
Ezért a (149)-ben szereplé korrelator abszolit értékére
|S| = |ab+ a'b — ab’ + a'b’|. (162)

A fontos itt az, hogy a korreldtor lehet negativ is. Példdul ha a, b, a’ és b’ egymaéssal mindig 45°-o0s szoget
bezéaré vektorok, akkor

1 1 1 1
ab=—, db=-—, ab=——, db=—, 163
NG NG NG NG (163)
tehat
S| =2v2 > 2. (164)

Ez azt jelenti, hogy a kvantum rendszeren végzett méréssel eldonthetd, hogy volt-e rejtett paraméter a
rendszerben vagy sem.

Fontos elmondani, hogy a fenti ereményben az osszefonddottsag feltételezése a donté! Ha példaul egy
olyan allapotban mériink, ahol az z irdnyu spineket hasznélva

o =t =5 (1) e 55 (). (165)
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Egy ilyen éllapotban ao varhaté értéke

(ao) = %“’il) (gw eow) (il1> — +cosy, (166)

azaz a javasolt S korrelator értéke:
|S] = | cos g €OS ©p + COS Yqr COS P — COS Pg COS P + COS g COS | = |S] < 2, (167)

ahogy arrdl kénnyen meggy&éz6dhetiink. Ha tehat a mérés kvantumos, azonban a két részecske egymastol
fiiggetlenné valt, akkor a klasszikus hataresetet kapjuk vissza.

Ezutéan kisérleteket kell végezniink a Bell-egyenlétlenségek kimérésére. Ezt tobben megtették, példaul A.
Aspect 1982-ben [2]. A kisérleteknél vigydzni kell arra, hogy a mérend objektumok korreldcidja ne sériiljon,
azaz ne legyen olyan kiils6 koriilmény, amely “megméri” a detektdlandd részecskét mieltt az az altalunk
szerkeszetett detektorba érkezne. A kisérletek meggy6zoen bizonyitjdk a Bell-egyenlétlenségek sériilését, azaz
a rejtett paraméterek hianyat.

Jelenleg is végeznek Bell-teszteket, pl. [3]. Ebben a kisérletben a forrds egy kristalyatmenet volt (spon-
taneous parametric downconversion (SPDC)), a két nagy koherencidju fotont 29 km-re utaztattk, ott de-
tektdltak. A detektorban a detektaldsi szoget a fotonok repiilése alatt vélasztotta ki egy véletlenszamgenerator.
A kisérlet célja a “lokalis realizmus” megcéfoldsa, azaz hogy aannak a bizonyitasa, hogy a kvantum mérések
nem OsszeegyeztethetOk azzal a vildgképpel, amely szerint a fénynél gyorsabban semmi nem mehet (lokdlis),
és hogy a mérendd objektumnak van sajdt, méréberendezéstél fiiggetlen fizikai tulajdonséga (realizmus).
A mérés tgy lett megkonstrudlva, hogy a lehetséges ellenérveket (loopholes) a legjobban kivédje. Ilyenek
példaul a lokalitasi érv, amely szerint ha van arra lehet0ség, hogy a mérésrél a mérendd objektumok “tu-
domast szerezzenek” , akkor még lokalisan megtorténhet a mérés, errdl csak késobb szerziink tudomast. Masik
probléma lehet, hogy ha a mérések szisztematikusan kovetik egymast, akkor az el6z6 mérésbol mar kovetkezik
a kovetkezo, ismét van id6 a lokalis mérésre. Esetleg csak bizonyos esetekben sériil a Bell-egyenlétlenség,
de globélisan nem, ha viszont nem detektalunk elegendden sok részecskét, akkor rossz mintavalasztas miatt
kaphatunk sériilést. A szerz6k mindezeket gondosan kikiiszobolve a Bell egyenlStlenségek sériilését 11.5 o
jel/zaj ardnnyal tudtdk demonstralni: ezek szerint csupan ~ 1073! annak a valészinfisége, hogy a vildgban
teljesiil a Bell-egyenlotlenség, és a méroberendezés csak véletleniil mért ettol eltérd értéket.

Meg kell jegyezniink, hogy a fenti mérések csak a lokdlis rejtett paraméterek 1étét zarja ki. Amennyiben
a részecskék és a detektorok rendszerét Gsszefogdan egy zart kvantum rendszernek tekintjiik, akkor azt egy
determinisztikus kozos Schrédinger-egyenlet irja le. Ennek kezddallapota meghatdrozza a végallapotot, azaz
rogton az elején “meg van hatarozva” a korrelaciés mérések eredménye. A kezddédllapot azonban a detektorok
és a mérendd részecske kozos sajatfiiggvényrendszerét jelenti, nem csak a részecske hullamfliggvényét.

4 Részecskék eredete és az 1D hur kvantalasa

A valddi részecskék tehat sok esetben Osszefonddott dllapotot alkotnak, a részecskék maguk megkiilénboztethetetlenek.
Hogyan lehet ilyen rendszert konstruélni, ahol nem kell kézzel betenni a hullimfiiggvény (anti-)szimmetridjat?

Tekintsiink ehhez egy rugdkkal 6sszekotott témegpontokbdl allo 1ancot, ahol a rugdk kezdeti hossza Axy,
nyugalomban az aktudlis hossz Ax és a rugdk direkcids ereje D. Vagyis a rugék el6feszitettek

F = D(Az — Axy) = aDAz, Axg = (1 — a)Ax. (168)

A rendszer dinamikéjénak lefrdsdhoz minden (i.) pontban vegyiink fel egy koordindtarendszert, a vizszintes
kitérés u;, a fiiggdleges y; és z;. A szomszédos témegpontok kozotti tavolsig

Au Avy; 2 Az 2
AL = (Az +uipr — w)* + (i1 — 1) + (2i01 — 20)° = Az? (1 + A;) + (A;) + (Aaj) (169)
A teljes rendszer Lagrange-fiiggvénye
1 . . . 1
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ahol V valamilyen lokélis potenciédl (pl. gravitdcids er6tér). Jelolés: V; = vAx és m; = g;Azx. A potenciél
tag:

1 ) ! Al Axg)’ B F (AL :
U;, = iDz(A&—Axo) +V(us, yi, zi) = Az iDle (Ax — M) +v;| = Ax 20\ Az~ 1+al| +uv;
(171)
Itt 12
Agl Aul 2 Ayl 2 Aui 1 Ayl 2
Ax<<1+Ax> +<Am) 1+Am+2<Ax) +..., (172)
kvadratikus rendig kifejtve. Emiatt
2
Agz 2 Aul 1 Ayl 2 2 A’U% Aui 2 Ayl 2
(Am1+a> <Q+Aat+2<Ax) =« +2an+<Ax> +a<Ax> +... (173)

Az els6 tag konstanst ad, a mésodik tag ), Au; = 0-t ad a Lagrange-fiiggvényben. A maradékot visszairva

1 F (Au;\?> F [Ay;\°
L:A ~0i .,2 ~2 o 1 _ 1 —v;
xzi:[2g(ub+yz) 2a(Aaz> 2 <Ax> !

Vannak még tovabbi tagok, de a kitérések legalacsonyabb rendjében ezek a tagok maradnak. Vegyiink
konstans p; értéket.
Ax — 0 limeszben integralt kapunk, ha bevezetjik a Lagrange-stiriséget:

T (174)

L;
= . 1
L= (175)
Ekkor ) . P
L= /dxﬁ _ /dx [zg(fﬁ F97) - o (D) — 5 (0.y)* - v} b (176)

Két (ill. hdrom) Lagrange-fliggvény Osszegét kaptuk, amelyek kozott nincs kélesonhatds, legaldbbis legalac-
sonyabb rendben. Az egyik transzverzilis médus egyenlete

1 F
L, = /da; [293)2 -5 (Bpy)* — v} . (177)
Klasszikusan v = 0-ndl a mozgésegyenlet
00y — Fozy =0, (178)
megoldasa sikhullaimok 6sszege
; ; ; w F
y = efuut+zkx _ ezk(wfﬁt)7 w2g _ Fk2 = c= % — E (179)

Csinaljunk néhany atskalazast

d = VFy, T:,/%:c = g—f:\/@y. (180)

Ezzel ) )
L, = /dx [2(@@)2 -5 (8,9)° — | . (181)

Az atskélazott mozgasegyenletbol mar hidanyzik c.

- y+iv' =0 = Fy+ =0. 182
(07 —02)y Yy
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Prébaljuk megkvantélni a rendszert. Az eredeti szabadsigi fokok nyelvén (ezek Descartes rendszert
alkotnak)

oL . . )
Pi= g, = Ml = [0, D;] = ihdi;. (183)
Most skalazzuk at az eredeti szabadsagi fokokat:
oL oA . :
Yi = CY; = Pl = W = C’pi = [K,PJ] = [yi,pj] = Zh5ij. (184)

Ez azt jelenti, hogy a szabadsagi fokok atskédlazasa nem valtoztat a kvantalasi feltételen. Ugyanakkor a
Lagrange-fiiggvény atskaldzdsanak hatasa

L oL 1 C o 0y
= As m = o5 Al‘pl = [§;, ;) = ith—=. (185)

£ Az

Ha az indexekbdl térvaltozot csindlunk, azaz © = iAx jeloléssel y(z) = y;, akkor a jobb oldal Dirac-deltdhoz
tart, hiszen

5
ZMA; =1. (186)

Vagyis amikor a Lagrange-stirtiséghol képzett derivaltakbdl szarmaztatunk kvantalast, akkor a jobb oldalon
Dirac-deltat kell {rni.
Most induljunk ki (181f) egyenletbél:

oL
II(t,x) = ——— = 0;P(t, x), 187
:2) = Gy = 00() (187)
ezzel R .
[B(t,2), Tt y)] = ihd(x — ). (188)
Most folytassuk tgy, hogy feltessziik, hogy
M2
v(P) = — @2 (189)

2

Lathatéan M nem az eredeti tomegekkel, inkabb az eredeti potenciallal van kapcsolatban. Ekkor a Lagrange-
és a Hamilton-fiiggvények alakja:

1 M?
L=-(0,9)? - —&? (190)
2 2
és
H=>Y" ~—L—>/(H8<I>—£) = H—1H2+1(a<1>)2+%2<1>2 (191)
- - Dpiq; t - 2 2 T 2 .
A mozgésegyenlet
(03 — 0% + M*)®(t,z) =0,  (0F +k*+ M?)®(t, k) = (97 + wi)®(t, k) =0, (192)
ahol definidltuk a
wi =k*+ M2 (193)

Ez a jelolés olyan, mint egy relativisztikus diszperziés reldcié (hiszen az id6 atskaldzasaval ¢ = 1-re tértiink
at). A térbeli Fourier transzforméacié utdn mér teljesen gy néz ki a mozgdsegyenlet, mint sok egymdstol
fliggetlen harmonikus oszcillator Gsszessége, ahol a sajatfrekvencidk wy-k.

A rendszer kvantéldsa a alapjan torténik. Fizikailag a hir kitérés és annak konjugilt impulzusa
helyett a kitérés mérése és kitérés megvaltoztatisa operacidkat alkalmazzuk. Mivel a rendszer nagyon ha-
sonlit a harmonikus oszcillatorra, a kvantaldsnal az ott alkalmazott mdédszert érdemes kdvetni. Az egyetlen
nehézség, amit figyelembe kell venni, hogy most nem a fiiggetlen médusok hermitikus operdtorok, hanem a
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valés térbeli mezok. fgy az eredeti @, 11 valtozdk helyett a kovetkez6 modon vezetjiik be a keltd és eltiintetd
operatorokat

) dk 1 [ g
O(t,x) = /ﬂm (ake’ x—l—a,te ! x)

ﬂ(t,x):/;iﬁ(—i)\/?(akek aLe*i’”). (194)

ar = ,/% /da:eiikm <<i> + Zﬁ)
2 Wk
al 1/“’“/dme ((i)—zﬁ) (195)
Wi

Ezek kommutacios reldciéjara kapjuk

nsaf) = 250 [anay e, + L, b, - L0 = 2000k g) (196)
q

A Hamilton-operatort is kifejezhetjiik ezekkel az operatorokkal. A fentihez hasonlé szamolds utan kapjuk

H /;ik w; (A k—!—akak /—wk ak—l—/%%Q (5 (197)

A mésodik tag az oszcillitorok nullponti energidjanak megfeleldje kontinuum esetre. Valéban, diszkrét

esetben " .
0w T Z, valamint / dzx e

Az inverz reldcidk

=276(0) = L, (198)

ezért ik
Wi Wy Wi
ke Gr=y"2 1
55 S 2mt0) 0 ;2L >3 (199)

Csakhogy amig egyetlen oszcillator esetében lehetett érvelni amellett, hogy a nullponti energia mérhetd, itt
semmiképpen nem értelmezheto ez a tag fizikailag. Elészoris ez egy konstans jérulék az energidhoz, marpedig
csak energiakiilonbségek mérhetok. Igazi kontinuum esetben vagy végtelen térfogat esetében a végtelen sok
modus végtelen energiat jelent, hasonléan a klasszikus Reileigh instabilitashoz. Elvileg, ha valami korlatozza
a médusok szamat, példaul 1étezik legkisebb lehetséges hullamhossz, akkor véges értéket kapunk, amely elvileg
mérhetd lehetne. Az egyik megnyilvanulasi formdja lehetne a nullponti energidnak a vdkuum energidja, azaz
a kozmologiai sotét energia, amely a kozmoldgiai standard modell szerint valéban 1étezik, és a vilagegyetem
energiastiriiségének kb 70%-4t teszi ki. Azonban barmely ésszer(i becslés a legkisebb hulldmhosszra, sok-sok
nagysagrenddel (azaz 100-t81 10120 faktorig) ad nagyobb értéket a kozmoldgiai konstansra, mint a kisérleti
érték. A masik lehetséges effektus a Casimir effektus lenne: adott energiastirtiség esetén a V' térfogat energidja
oV, ekkor egy véges térfogatba zart vakuum a doboz falara erdvel hat. Ekkor nem az energia abszolit
értékét mérjiik ki, hanem a véltozasat. Bar elég bizarr gondolat a vakuumot dobozba zarni, ez a vonzoéerd
valéban kimérhetd; azonban mds magyarazat (spontdn toltésmegosztés) ugyanilyen eredményt ad.
Végeredményben azt kell mondanunk, hogy a nullponti energia nem megfeleléen aldtdmasztott fogalom,
valdjdban még az “igazi” kvantummechanikai rendszerek esetében sem. Az egyik legfontosabb kritika ellene,
hogy valdjdban a kvantum Hamiltonbdl kellene kiindulnunk, nem pedig a klasszikus megfelelgjébél. A
kvantum Hamilton fiiggvény pedig tartalmazhat olyan tagot, amelynek klasszikus hataresete nulla. Példdul
kvadratikus rendig
1 kvantumosan,

—p +pg = { 0 klasszikusan. (200)

Miutédn csupan a klasszikus Hamilton-fiiggvénybdl tudunk kiindulni, nem vehetjiik komolyan a konstans
tagok megjelenését a kvadratikus elméletben.

A Hamilton operétor alakja a'-tel és a-val kifejezve most mar ponotsan fiiggetlen harmonikus oszcilldtorok
Osszegének felel meg. Ismétlésként nézziik meg az egy szabadsdgi foku harmonikus oszcillator megoldasat.
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4.1 Kiegészités: harmonikus oszcillator

A kvantummechanika lényegében egyetlen megoldhaté problémaéja a harmonikus oszcillator, és az abbdl

szarmaztathato potencidlok. Erre
2

1 w
H=_-p"+—¢ 201
5P+ 54 (201)
Bevezetjiik a kelté-eltiinteté operatorokat:
q= L (a+al), p= —i\/z(a —a") = [¢p =ila,ad]=i = [a,a]=1. (202)
V2w 2
Kifejezve H-t
1 1
P = —% (a* —aa' —a'a + (aT)?), ¢ = o (a*+aa' +d'a+(a')?) = H=w (aTa + 2) . (203)
w

Jeloljitk H sajatvektorait |n)-nel, sajatértékeit F,-nel. Mivel barmely &llapotban

1
(U |H|T) =w <a|\I/>|2+2) >0, (204)
ezért valamennyi sajatértéke pozitiv. Emiatt van legkisebb sajatérték: Ey, a hozzd tartozé sajatvektort
jeloljiik |0)-nak. Mivel

[a'a,a) = —a = [H,d] = —wa, [H,a'] = wa, (205)

ezért
Ha|n) =aH |n) + [H,a]|n) = (E —w)aln). (206)

Vagyis a |n) is sajdtvektor, sajédtértéke F — w. Viszont Fy — w nem lehet sajatérték, ezért
al0) =0 = H|0>:%|0> = Eozg. (207)

Miasrészt Ha' |n) = (E, +w)al |n) = al|n) is sajétvektor, sajitértéke F,, + w. Ezért

E, = (n + ;) w, In) ~ (a")™0). (208)

Az ardnyossagi tényezéhoz

Iny = —al|n—1) = aln+1). (209)

Oy n+1

Ezzel, feltéve, hogy minden sajatallapot normalt:
(n —1laln) = Bn = an. (210)
Maésrészt

1 1 1
(n|n) = el (n— 1aat|n — 1) = el (n— la'a + 1|jn — 1) = a—z(a271+1) =1 = ad2=a2_+1 = «
n n n

(211)
Tehat

n) (a')™[0). (212)

1
~Val

n =

n.



4.2 A htr kvantumai

Ennek az analizisnek a pontos mésat kell a hur esetén is kovetni. Feltessziik, hogy van egy olyan allapot,
amelyet minden ai operdtor eltiintet: ez lesz a vdkuumallapot [0). Ebbdl elééllithaté kelté operatorok
segitségével egy altalanos

1 i

-(a},)" (a},)" .. (af,)"0). (213)

k1, na1s ko, ngs .. kg, ng) = —
n1ing:...Ng-

Itt a k; hullamszamu allapotban n; gerjesztés van. A kelto operatorok felcserélhetOsége miatt
|...;ki,ni;...kj,nj;...> = |...;kj,nj;...ki,ni;. ..>, (214)

vagyis a gerjesztések sorrendje nem szamit.
Ugyanezen okndl fogva njy = dzék operatorok felcserélnek a, és &:; tetszbleges fliggvényével, ha k # q.
Emiatt
g |k1, na; ke, na; . kg, ) = ng [k1, na; ke, na; e ke, ng) - (215)

Ha a k& mddust nem gerjesztettiik, akkor persze ni = 0-t kapunk. Mindenesetre igy kaptunk végtelen sok
egymassal felcserél6 mennyiséget. A fenti operdtorok Gsszege a “részecskeszam operator”

N dk
N = 21
2 gL (216)
erre )
N |k1, ni; kg,ng; . ka, na> = an |k1,n1; kQ, naj. .. kmna) . (217)

Rogzitve az Osszes részecske szamét a teljes Hilbert-tér felirhatd, mint fix részecskeszam alrendszerek direkt
Osszege

H=HoPHo®.. Ho®D..., (218)

ez a Fock-tér konstrukcié.
A fentiek miatt a (213]) dllapot energia sajatallapot:

ny; ko, no;. . kayng) = E:Zniwki. (219)

a
H |k, ny5ka,ngs .. ke, ng) = E W,
i1

Ha az impulzust is tudni akarjuk, akkor nem a d kitéréshez kanonikusan konjugalt II operatort kell nézni,
hiszen az a hur iranyu kitérésért felel6s. Az imulzus azonban a fizikai tér x — x + Az eltoldsdnak generdtora
kell legyen. Erre a terek vdltozdsa ®(x) — ®(x + Ax). Infinitezimdlis transzforméciékra §d = Z[P, CE =09.
Allités az, hogy ez az operétor

~ [ayitod) (220)
Bizonyitas: mivel [AB,C] = A[B,C| + [A, C]B, ezért

i[P,b(x)] = /dyz[ (1)0(y), b(x)] = /dyz'[my),é(x)]aé(y)=a¢><x>, (221)

hiszen i[I1(y), ®(x)] = 6(z — y), mig [(y), ®(x)] = 0, ezért a derivéltra is ugyanez igaz.
Beirva a kelt6- és eltiinteté operatorokat

. o Ak dg B e e (o ke ik
p :/dyn<y>a<1><y):/dy2 da (- z)(—zk)\/g(aqe i) (age e — al o) =
dk k
/2 z(akak—l-akak /—kakak (222)

Emiatt (213)) alatt létrehozott dllapot impulzus sajdtdllapot is:

P ‘khnl;kg,ng; . ka,na> = ankl |k1,n1; kQ,’fLQ; e kmna) . (223)

i
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Mindennek alapjan a allapot olyan, mint egy fiiggetlen kvantum részecskékbdl allé géz, ahol
a gerjesztések jelentik a részecskéket. Az egyes részecskékre relativisztikus energia-impulzus Osszefiiggés
(diszeprzids reldcid) érvényes. A gerjesztések cseréjére nem kapunk 1j dllapotot, ez magdbdl a konstrukciébol
kovetkezik! Jelen esetben a gdz részecskéi bozonok, felcserélésiikre ugyanazt az dllapotot kapjuk. A teljes
energia és impulzus a részecskék energidjanak illetve impulzusanak 6sszege.

4.3 Egyéb allapotok

Az energia és impulzus sajatallapotok mellett egyéb allapotok is fontosak lehetnek. Példaul az, amelyikkel
a hur pengetése kozben taldlkozunk. Minek felel ez meg kvantumosan?

4.3.1 Tér sajatallapot
Az egyik elsé gondolatunk lehet, hogy a kitéritett hir a kitérés-mér6 operdtor <i>(x) sajatallapota. Mivel

adott idére [®(t, z), (¢, y)] = 0, ezért van kozos sajatfiiggvényrendszeriik:
b(2) [Do) = Po() [Po) - (224)

Ez az allapot felel meg a sokrészecske kvantummechanika pontszerii részecskéinek, hiszen itt a hurt felépito

egyes atomok helye pontosan meghatirozott. Formalisan gyakran szoktunk erre az allapotra hivatkozni,

ugyanakkor — csakigy mint az egy részecske kvantummechanikdban, ezzel az allapottal itt is baj van.
Példdul a kanonikus kvantélasi relaciot tekintve:

i6(z — y) = (@0 |[b(x), [1(»)]| @0 ) = (@0 |(B(@)T1(y) - 11(1)d(2))| @0) =0, (225)
ami ellentmonddshoz vezet. A hatarozott kitérésii allapot nem normalhatd: egy részecske esetén példaul
_ [dp ~ [dp _ Pmaax
(alo) = [ 52 (alp) (o) = [ 57 = Poe o (226)

a végtelen térfogati esetberEl Még nagyobb baj, hogy ennek az allapontak végtelen nagy az energiaja; ismét
egyetlen harmonikus oszcillatort tekintve

2 2 2 3
Ty — (o | P _ [ap p _ fdp p* 1 [pd..
o) = (o | 2+ V)| o) = [$2 taloh L Glo+ Vi) = [§2 2 = L [Pmes yvie)] oo
azaz 3 )
] _ 1 pmaflj pmllflj
<H> B Pmax [ 6m + V(l’):| - 6m oo (228)

A hur kitéritésénél tehdt biztosan nem ilyen allapotba érkeziink.

4.3.2 Gerjesztett har

/////

adjuk meg pontonként. f; lokélis erékhéz tartozé médosuliis a Lagrange-fiiggvényben ), fiy;, kontinuum
limesz, és atskdlazas utan

1
L= 5<I>(—a? —m*)® + J. (229)
J(x)-t szoktdk kilsd forrdstagnak is nevezni. A klasszikus mozgdsegyenlet:
(0* +m*)® = J, (230)

ez id6fliggd esetre is megadja a hir rezgését, konstans J-t alkalmazva a hir kitérése lesz a stacionarium
megoldas.

Milyen kvantumrendszerhez jutunk innen? A kvantaldshoz két kiilonboz6 stratégiat kovethetiink. Mindkét
esetben korrekt az eljards, azonban a részecsketartalom kilonbozé.

3pmaz a diszkretizécié utén a legkisebb tévolsdggal van kapcsolatban. Az-nél kisebb hullimhossz nincs értelmezve, ezért
1

Amin = Az, és {gy Ppas — .

30



Klasszikus hattér Az elsé mddszerben a kvantélas el6tt felirom a teret mint

D(x) = Do(a) + o(a). (231)

Ezt beirva a Lagrange-fiiggvénybe, felhasznélva, hogy teljes divergencidk eldobhatok:
1 1
L= 5<I>0(—a2 —m?)®g + ¢(—0% — m?) D¢ + §¢(—32 —m?)p+ J(Po + ¢). (232)

Valasszuk
(02 + m?)®g = J, (233)
ez éppen a klasszikus mozgédsegyenlet. Vagyis a klasszikus kitérés a kitérés méré operdtor egységoperatorral

ardnyos részének felel meg!

Ezzel ) 1
L= 590(*82 —m?)p + 3P0 (234)

Itt a mdsodik tag kiviilrél adott, nem befolydsolja a ¢ rendszer dinamikajat. Ha tehat ezt a rendszert
kvantdlni akarom, akkor ugyantugy kell eljarni, mint forrds nélkiili esetben. Definidlhatunk egy vdkuumot |0)-
t, illetve az ezen értelmezett eltiintetd operdtorokat by-kat: by|0) = 0. Az bL operatorok a kelt6 operatorok.

Eredeti kvantalds Erdekelhet minket, hogy az eredeti, vdkuum felett felépitett Hilbert téren milyen
allapotnak felel meg a kitéritett hur vakuum-tere? Ekkor a Lagrange- és Hamilton-fliggvény alakja

1 1 2
/d3 ( (0,®)(0"®) — 7@2 + Jcb) H= /d3x <2H2 + 5(v¢>)2 + %@2 - Jcb) . (235)
Ugyantgy bevezetve a keltd- eltiinteté operdtorokat mint korabban, a J-t tartalmazé tag:

’p 1 ipx —ipx ’p 1 "
_/dsx/(%)3 \/T (ape™*J(t,x) + al,e P*J(t,x)) = _/W \/T (apJs +alJp) . (236)
o o

A teljes Hamilton-operétor tehét:

_ [ & wpala, — To i I
H_/(er)s ( ptpdp \/7 pm)' (237)

d>p

Bevezetve

by = a, — p (wpblby + np]?) - (238)

Ismét megkaptuk egy szabad rendszer Hamilton-operdtorat. A vékuuméllapot, amelyet az elébb |6>—Val
jeloltiink, s amelyet a by operdtorok eltiintetnek most relacioba hozhaté az eredeti vakuummal:
bpl0) =0 = apl0) =np|0), (239)

ez tehat a-k sajatéllapotai. Ezeket hivjuk koherens dllapotoknak, amelyek tehat egyaltalan nem egy-részecske
allapotok. Egy adott impulzus esetén a normalt koherens allapot

e " Z1p2 ot
alp) =nln) = |p)=e 2" Zﬁw:e 2% ene (o) | (240)
n=0 :

) = exp ([ 25 (=il + et ) ) 10 2a1)
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A Kklasszikus mez6 tehdt a részecskék szempontjabol egy koherens allapotnak felel meg, ahol az n-részecske
allapot megfigyelésének valészinftisége | (n|n) |? = e=Inl® |n|?" /n! Poisson-eloszlast mutat minden impulzusra.
A két leirds ekvivalens, nincs arra méd, hogy megéllapitsuk, vajon melyik a helyes, azaz mennyi részecsét
talalunk a klasszikus mez6ben. Vagyis a részecske definicio fiigg attdl, hogyan definidlom Oket.
Ha a forras idéfliggetlen, a klasszikus mezd és a koherens paraméter kozvetleniil dsszefligg:

J, w
Dy(p) = w—g = = 1/711 Oy (242)

Ha a forras id6fliggs, akkor nincs ennyire kézveten kapcsolat, csak azt tudjuk, hogy
(07 + w2)@o(t,p) = Jp(t) = \/2w3 7p. (243)

Ha egy rendszert vakuumaéllapotdbdl inditok, és a fenti forrdssal kitéritem, akkor valdjaban 7(t)-t definidlok,
vagyis végig koherens alapotokat kapok. Ugyanakkor az eredeti részecskék nyelvén az idofiiggd forras
részecskéket hoz 1étre.

4.3.3 Pontrészecske

Ahogy fent 1attuk, a hur barmilyen klasszikus kitéritése, akdr egy pontban is, nem egy-részecske allapot a
kvantum rendszerben. Hogyan lehet a vikuumban egy adott hellyel rendelkezé részecskét kelteni?

Ez a feladat nem egészen jol definialt, vagyis definicié kérdése, mit is tekintek “pontszeriinek”. Annyi
biztos, hogy az impulzusa teljesen hatarozatlan, azaz mindenféle impulzus szerepel benne. Mivel azonban az
impulzus sajatallapotok nem normalhatdék a szokédsos értelemben, a kiillonb6zé normalési eljarasok kiilonb6z6
“pontszerii” részecskét eredményeznek. Annyi biztos, hogy a potnrészecske az N = 1 szektorban kell legyen,
azaz az a' |0) allapotok kombindciéja. Mivel Cﬁ(z) egy keltd és egy eltiinteté operatorbdl all, de az eltiintetd
operator a vikuumot nullaba viszi, az egy részecske dllapot tehat @)(w) |0) allapotokkal van &sszefiiggésben.
Legegyszeriibben .

2) = d(a) |0). (244)

Ezek utédn a hatdrozott impulzusi egy részecske dllapot hulldmfiiggvénye (194]) felhaszndldsdval, ha a
sikhulldm normadldsa N Y

Ol = [ 5=

sikhulldm,ami szintén megfelel az elvardsainknak. Egy gyakran haszndlt normélas szerint

‘p>phys =V 2"‘)]0@:7 |0> ’ (246)

™™ (0lagal|o) ~ e, (245)

erre R 4
O[@()[p)phys = €P*. (247)

Az ilyen vikuum és valamilyen méasik allapot kozotti matrixelemet szokds form faktornak hivni.

4.4 Idofuggés

A Hamilton operator diagonadlis allapotaiban az id6fiiggés trivialis:
‘klv ni; k27 na;... kav Na; t> = e_iEt |k17 ni; k?? na;... kav Nas t> ) (248)

ahol E a teljes energia (219)).
Heisenberg képben az operdtorok idofiiggéek. A legegyszeriibb

ak(t) = ’L[H, ak] = —ilwpar = ak(t) = e_iw"tak. (249)

fgy példaul az idéfiiggd téroperator

. dk 1 A dwptdike | At iwpt—ik
@(t,x)z/ﬂim (ake Rt +a£e K ) (250)
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A sokrészecske rendszerek id6fliggésénél érdekes szempont a részecske-hidny id6fiiggése. Nézziink egy |n)
allapotot, és egy egy részecskével t6bb |n + p) allapot. Ez utébbi idéfiiggése az |n)-bbl gy kaphatd, mint
egy extra részecske idofiiggése:

[n+p,t) = e n 4 p) = e Ertal [n, 1), (251)
—iEpt

vagyis az extra részecske iddfiiggése e . Azonban |n)-re gy is tekinthetek, mint az |n + p) dllapothoz
képest egy p impulzusi lyuk jelenlétét. Ekkor

In,t) = e"Ent|n) = e Prla, In 4 p,t). (252)
Vagyis a részecskehidny idéfiiggése ~ ePr', amelyet vagy tgy értelmeziink, mint egy negativ energids
részecske jelenlétét, vagy Ugy, mint egy iddben visszafelé terjedd részecskét.

Altaldban a negativ frekvenciinal megjelend gerjesztéseket antirészecskének nevezziik, és [p)-vel jeloljiik
Oket. A hur esetében persze nincs kiilon fizikai dllapot az antirészecskéknek, ezért itt a részecskék és an-
tirészecskék ugyanazok, méas széval minden részecske dnmaga antirészecskéje. Osszetettebb rendszerekben
azonban a kétféle allapot kiilonbozik.

A fenti gondolatok szerint az antirészecskék idében visszafelé halad6 részecskékkel azonosithatok. Az
id6 megforditdsa azt is jelenti, hogy a bemend édllapotok kimend dllapotok lesznek, vagyis dtvisszik |p)-t (p|
allapotba. Az azonositds miatt

lp) ~ (p|. (253)

Az eredeti |p) dllapotbdl kiindulva a fenti dllapotokat kiilonb6z6 operdcick segitségével hajthatjuk végre

lp) =Clp), (ol =T|-p), |=p) = Plp). (254)

Itt az elsd a “toltéstitkrozés”, a mésodik az idétikrozés (ekdzben az impulzus is megfordul), a harmadik a
megforditott impulzus visszaforditdsara a tértiikrozés. A azt jelenti, hogy e harom operécid egytittes
hatdsa az egységoperatorral aranyos

CTP ~ 1. (255)

Ez a CTP tétel, és minden olyan kvantum rendszerben, ahol a részecske eltiintetése és keltése ugyanazon
fizikai folyamat eredménye, teljesiilni kell.

5 Részecskék

A rezgd hiur gondolatmenetét altaldnositva a részecskéket matematikailag altalaban is valamilyen mez6
kvantalas utani energia- és impulzus sajatallapotdnak képzeljiik el. Van azonban néhany szempont, amit a
kvantédlasndl figyelembe kell venni.

5.1 Térelméletek kvantalasa

A térelméletek kvantdldsakor ugyanigy jarunk el, mint barmely méas rendszernél: szétvalasztjuk a kon-
figuraciok mint allapotok reprezentacidjat az dllapotokon végezheté mérésektdl. A mezdallapotot tehat
valamilyen absztrakt Hilbert-tér elem képviseli, mig a mez8 értékei mérésbél kovetkeznek: W(x) mezd-
mérési operdtor és ﬂ(x) mezo-eltoldsi operator varhato értékei a rendszer dllapotdban. Hogy hol mérem
a mezbt, azaz x értéke most teljes mértékben egy index szerepét jdtssza. A térelméletekben leginkabb
Heisenberg-képet alkalmazunk, azaz az operatorokhoz tarsitjuk az idofiiggést. fgy beszélhetiink \i/(x) térid6
mez6figgvényrol (z = (¢,x)).

A kvantdlasi feltételhez azonban a tér definicidja sziikséges, ugyanis azt kell kihasznélni, hogy az impulzus
generalja a tér eltolasait. Az impulzus ugyanakkor a téreltolasokhoz tartozé megmaradé mennyiség, ami a
térelméletekben az energia-impulzus tenzor impulzus része kell legyen. Megmutathato, hogy altalanos
térelméletekben is a hir esetén kapott alak formdaja megmarad:

Pi= [ @oae),  abol T, = S5 (256)

(63
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Infinitezimélis tér-eltolas hatdsara
S (t,x) = U(t,x + dx) — U(t,x) = dx'9; ¥ (t,x) + O(dz?). (257)
Ezt generalja az impulzus; a képlet alapjan, iigyelve az indexek fel- és lehtizdsara is:

SU(t,x) = i[Pi(t), U(t,x)]dx" = z'/d?’y [TI(t,y)0:¥(t,y), U(t,x)]dx" = dx'0;¥(t,x). (258)

Ezt két konzisztens kvantalas tudja teljesiteni. Mivel

B B _ [ A[B,C]+ A, (B, haa=-1
[AB,C] = ABC—CAB = A(BC+aCB)—(aAC+CA)B = {A{B,C’} _{A,C}B, hao =1, (259)
Ezért lehetséges kommutatorral vagy antikommutatorral kvantalni:
[P(t,x),I(t,y)] =id(x —y), [P(t,x),¥(t,y)] =0, vagy
(O, x), 1, y)} =id(x-y),  {¥(tx),¥(ty)}=0. (260)

Az el6bbieket nevezziik bozonoknak, az utébbiakat fermionoknak. Fontos, hogy a kvantdlas egy ideji
operatorokra vonatkozik.

Az id6fejlédést az infinitezimélis id6-eltolas generatoraval allithatjuk eld, ez a Hamilton-operator. Ettél
elvérjuk, hogy megegyezzen az id6-eltolds sordn el8allé megmaradé mennyiséggel, vagyis E = [ d3x T
energiaval.

5.2 A spin-statisztika tétel

Az impulzus és a mezd felcserélésére vagy kommutatort vagy antikommutatort kell hasznalni. A spin-
statisztika tétel szerint egész spinii részecskékre kommutatort, félegész spintiekre antikommutatort kell hasznalni.
Hogy megértsiik a tétel lényegét, vizsgaljuk meg a permutaciok és forgatdsok kapcsolatat egy feles spinti
allapot esetén:

Vegyilink két elektront az x = (x9,0,0) és az x = (—x0,0,0) helyen az egyszeriliség kedvéért s dllapotban,
mindkett6 sipnje legyen z irdny, felfelé mutato. A kozos hullamfiiggvényt vegytik egyelore két hullamfiiggvény
szorzatanak, azaz

Uit x,x) =1 @) Us(t,z — x0,y,2)V(t, 2" + x0,79,2"). (261)

Mi torténik a kozos sajatfiiggvénnyel, ha megcseréljiik a két részecskét? A két részecske felcserélése ebben
a specidlis esetben elérheté tgy is, hogy z tengely koriil elforgatom a rendszert 180°—ka]E|! Ekkor (z,y,2) —
(—x,—y, z), de mivel s allapotban voltak a részecskéim, a hulldmfiiggvény térbeli része nem véltozik — attdl
eltekintve, hogy most x — z¢ helyett x + z¢ jelenik meg. A hullamfiiggvény azonban még spinor indexekkel
is rendelkezik, azaz ott is forgatni kell. A forgatdst végzé operator

O — -5 _ (602 60) _ (0“;) (262)

azaz a felfelé mutatd spint egyszertien i-vel szorozza. Ezért a részecskék felcserélése utan kapott hullamfiiggvény
\IIZI(tv X, X/) = - ‘T) & |T> \Ps(ta T+ x0,Y, Z)\Ils(t7 ml — Zo, yl7 Z/) = _\IIIQ(t7 Xl? X)7 (263)

vagyis kaptunk egy extra —1 faktort. Bozonikus esetben a 180°-kal valé elforgatas operatora +1-et ad, ami
két azonos hullamfiiggvény esetében mindig 1-re egésziti ki egymast.

Ennek alapjan tehat a részecskéket kelté operatoroknak antikommutalniuk kell. Mivel a kommutatorbol,
ahogy lattuk, kommutal6 részecskéket kapunk, ezért antikommutatort kell venntink:

(W (t,x), T5(t,x)} = i0apd(x —x') = {U(t,x),VT(t,x)} = 6apd(x — X'). (264)

4Ehhez legaldbb két dimenzids tér kell; 1D rendszerekben a statisztika nem kot8dik a forgatdsokhoz, igy nem igaz a spin-
statisztika tétel sem. Lehetnek pl. egzotikus statisztikdji “anyonok”
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5.3 (Bi) spinor mez&k

A valésdgban megjelend részecskékre megkotés, hogy ha Lorentz-transzforméaciot végziink a rendszeren,
akkor az 1j, trenszformdlt koordinatarendszerben is ugyanolyan tipusu részecskéket lassunk. Ez azt jelenti,
hogy a részecskéket reprezentalé mezdk a Lorentz csoport abrazolasai kell, hogy legyenek.

A Lorentz csoport olyan M — M linedris leképzdsekbdl 4ll, amelyekre 2’ = Ax négyeshossza invarians
()2 = 2%, Indexesen kifrva 2" = AX 2", és a hossz invariancidjdnak feltétele 2'“x!, = z'z,. Innen
kovetkezik, hogy

NN G = G AN, =08, (AT, = AL (265)

Itt g = diag(—1, 1, 1, 1) metrikus tenzor. Bévebben a csoportszerkezetrol és az dbarzoldsairdl afﬁggelékben
olvashatunk.
Az ott taldlhaté analizis eredménye az, hogy a Lorentz csoport legegyszeriibb (alap) dbrizoldsa egy
U : M — C? mezén valésul meg a
I = e—%(w¢+iu¢)0i (266)

matrix segitségével, ahol o;-ka Pauli matrixok. Fizikailag w; a harom tengely koriili forgatast jelenti, ez a
nemrelativisztikus eset SO(3) szinnemtridja esetén is megtaldlhaté. Az wu;-k a boost (mozgd vonatkoztatdsi
rendszerre valé dttérés) paraméterei, pontosabban az adott irdny eltolds rapiditdsa: tanhu = v/c. Ezek nem
unitér leképzést valdsitanak meg: ez a boost hatdsdra egymasba alakulé negyesvektorok transzformaéciojara
jellemzo.

Ez a métrix egységnyi determinansui, hiszen

Indet L = TrinL = —%(wi +iuy) Tro; = 0. (267)
Altaldban, ha V egy dbrazolds, akkor
v, vy, vT-l yi-t (268)
mind dbrézoldsok. Most LT ~1 és L unitér ekvivalensek az egységnyi determindns miatt:
Eij det L = gi’j’Lii’ij’ = (715)]11[/12/(15)1”/_[/3:3 = 5k] = LT71 = (Z&)TL(ZE), (269)
hiszen (ie)! = (i)~ = (i), unitér matrix. Igy két fiiggetlen valasztdsunk van: L vagy LT—1. Ez a két

matrix a Lorentz-csoport két dbrazolasdnak felel meg, nevezziik a hozzdjuk tartozé tereket Wy és Wg-nek.
Ezekre
=LUp, U, =L, (270)

Ezek a Weyl-spinorok. A két transzformacié viszonya:

LT71 — efé(wifiui)ai — L

Wi Wi Ui = (271)

azaz nem véltozik a forgatds, de eldjelet valt a mozgd vonatkoztatasi rendszer sebessége. Fz pontosan a
tértiikrozés hatasa: tehat P tértiikrozés olyan kell legyen, hogy

PLP=L"1' = PO, =Ty PUz=1V,. (272)

Ha tehat a tértiikrozést is abrazolni akarjuk, akkor a Wj és Up terek egyiittesét kell kezelni. Ezek a

bispinorok:
(¥ (01
\IJ(\I/R), P<10>. (273)

Valdjaban a fenti alak a Weyl-reprezentacié, a Dirac altal eredetileg javasolt alak ennek unitér transz-
formaltja.
Hogy egy invaridns Lagrange-fiiggvényt tudjunk felépiteni nézzilkk meg, el0szor a kovetkezo kifejezést
nézziikk meg
(VR¥L) = ORLILT0, = ORUy, (274)

azaz el6 tudtunk allitani egy Lorentz-invaridns kombindciét. Hasonléan W} W is invaridns.
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A miésik invaridns megtaldlasahoz bebizonyithaté, hogy LT*L (ahol 6# = o), és L=1'6" L= az eredeti
a# illetve o# Lorentz transzforméltjai. Emiatt

Uhotio, Vg, Uiotio, Wy, (275)

invariansok, azaz a Lagrange-fliggvény részét képezhetik.
Szokéas bevezetni a Dirac-matrixokat és a Dirac-adjungaltat

- 0 o* 01 ; 0 o
_ T "o 0 __ o T 7
i=vi = (%) = = (To) = = (%) (276)
Ezekre igaz (Clifford-algebra)
") = 29" (277)
Ilyen médon a L-R szimmetrikus, azaz tértiikkrozés-invarians Lagrange-fliggvény gy irhatd, mint
L=Vid¥ —mUV, (278)

a Dirac-féle Lagrange-fiiggvény (valéjaban két egylitthatét vezethettiink volna be, de a terek normalasaval
az egyiket 1-nek vélaszthatjuk). Az ebbdl szarmazé mozgdsegyenlet a

9L o %5 _ g —myw, (279)

a Dirac-egyenlet.

5.4 Lorentz-vektormezok, mértékelméletek

A Lorentz-csoport csoport definidl6 dbrazoldsa az A* Lorentz-vektormezOkhoz vezet. Ezek transzformalddasa
a Lorentz-csoport alatt:
A= A" AV, (280)

Milyen Lorentz invaridns kombindacié szerkeszthetd ezekbél? Haszndlhatjuk a 0, derivalast, is, igy lehet
példaul:
AL AR 0,A", 0,A,0"AY. (281)

Ezek mindegyike szerepelhet a Lagrange-fiiggvényben. Kiemelked§ szerepe van azonban a kovetkezd kom-
bindciénak:

1
L=—JFuF",  ahol F=0,A, ~0,A, (282)

ez irja le az elektromdagneses tér Lagrange fliggvényét. Kifejtve
1
L= ) (0,A,0"AY — 0,A,0" A*). (283)

Képezhetjiik az elektromos és mdgneses térersségeket FU = E; és F' = ¢, By, alapjén. fgy a fenti alak

1
= - (E* - B?). 284
L= ) (284)
A mozgdsegyenletek:
oL oL
=0,F" =0 = divE=0, 0yE—rotB =0, (285)

-0
0A, *00,A,
szabad (forrdsmentes) Maxwell egyenletek. A maradék két Maxwell egyenlet:
O F" =0,  ahol FM =¢geoF,, (286)

ahol 727 teljesen antiszimmetrikus. A fenti egyenlet valéjdban azonossdg (Bianchi), ami £ antiszimmetridja
illetve a vegyes parcialis derivéltak szimmetridja miatt teljestil.
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A fenti Lagrange fiiggvénynek van egy kiilonleges szimmetridja: ha 0A,(z) = 0, a(x) helyfiggd (mérték)
transzfromécié, akkor a térerésségtenzor valtozasa

SF,, = 0,04, — 8,64, = 0. (287)

Vagyis a terek mozgéasat meghatarozé Lagrange-fiiggvény mértékinvarians.
Az energia-impulzus tenzor kifejezése

oL 1
— 0 _ — 0 -
T =0,A B(@n A) gL = 0,A%F,, + 4g,“,FF. (288)
Ez nem szimmetrikus p-v-ben; azonban hozzdadhatjuk
0°(A F,,) = 0H0°(AF,,) =0, (289)

hiszen F' antiszimmetrikus p-v-ben, mig a vegyes derivalt szimmetrikus. Ezért a szimmertikus energia-

impulzus tenzor alakja:
1

T = g% Fyy Fiyp + 9u FE. (290)
Specidlisan
— 1
Too = 3 (E* + B?). (291)

Mivel a tér spinje 1, ezért bozon, vagyis kommutatorral kell kvantdlni. Ilyet mar lattunk korabban a
skalar tér esetén. ElGszor meg kell mondani a kanonikusan konjugalt momentumot:

oL
000 Ar

I+ = = —0A, +0,A0 = N°=0! (292)
Ez annak a kdvetkezménye, hogy a Lagrange-fiiggvény mértékinvarians. Ezért nem réhatjuk ki a [A%, T1°] = 4§
kommutéciés relaciét!

Hogy orvosoljuk a bajt, mértéket kell rogzitentink. A klasszikus Lorenz-mérték esetén

9, A" = 0. (293)

Ezzel a Lagrange-fiiggvény alakja
L woav _ 1 27 " L " 1 "
L= —iauAya AY = 5(—9 )8MA1,6 A,/ = —56;“408 AQ + iaMAla Ai- (294)

Lathatéan az A; terek teljesen olyanok, mint 3 fiiggetlen m = 0 tomegii skaldartér. Az Ay tér eléjele azonban
kiillonbozik — ez az az ar amit fizetnlink kell a mértékrogzitésért. Most mar definidlhaték a kanonikusan
konjugalt impulzusok

I = —80/1# = I = —30140, II; = aoAZ (295)

A kommutécids reldcidk tehét

[Au(t,x),ﬂl,(t,y)] = i(suvé(x - Y) = [Au(t,x),A,,(t,y)] = —igw,(S(X - Y)v (296>

a tobbi nulla.
Lehet a Coulomb mértéket is rogziteni:
divA =0, (297)

az A° pedig a toltéssiirtiségbél kovetkezik a klasszikus kifejezéssel: ennek nincs dinamikéja, azaz nem tek-
intjik kvantumtérnek. Emiatt nem probléma, hogy hozzd nem tartozik kanonikusan konjugélt impulzus.
Ekkor csak két szabadsagi fok marad meg, ezeket kell kvantalni, amelyek megfelelnek az elektromagneses
sugarzas transzverzalis komponenseinek. A Lagrange fliggvényben megmarad:

1
L= S0, A0" A, . (298)
divA=0
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6 A Hamilton operator diagonalizalasa

Hérom elméletet ismertiink meg, ezek Lagrange fiiggvénye

1
L= 5((@(1))2 — m2d?)
L =V(id,y" —m)V
1 1
L= Z0,A0"A; = 50, A" Ao (299)

A kanonikusan konjugélt impulzusok II = & illetve IT = i¥T. A Hamilton fiiggvények alakja ezzel:

1 1
H= 5HQ + 5(1)(—83 +m?)®
H=V(i0y —m)¥ = VTh. (300)

A mértéktér Hamilton fiiggvénye a skalartérrel valé rokonsdgabdl kovetkezik. Tulajdonképpen a skalér
elméleteket is atirhatjuk a fermionikus alakra, ha bevezetjiik a

h? = —A+m? (301)

differencidloperétort, és

h i
U= \fq>+ I 302
5 o (302)

H=UThU. (303)

jelolést. Ekkor

Feltessziik tehat, hogy ez a kifejezés adja meg a Hamilton sliriiséget teszOleges kvadratikus elmélet esetén.
A kvantélashoz:

[@a(@), dp(y)le =i0(z —y),  [®al2), Ps(y)l+ = [La(2), [s(y)ls =0, (304)
ami atfogalmazhato
[Pa(), U y)]e = 0z —y),  [Pal2), Us(y)ls = [T (2), Ti(y))= =0, (305)
ami igaz mind a fermionikis mind a bozonikus esetre.
Erdemes bevezetni az eltiinteté operatort:
U, (z) = Z / g;l)‘s T (306)
ahol uq,x minden k-ra teljes ortogondlis rendszert alkotnak
D UnnUprk = Oaps D Uhcllask = Ors. (307)

Az inverz rel4cié ekkor

Gre = Z/d?’xe_ikxuzrk\i/a(x). (308)

Emiatt
[ark, alg]s = (21)%5(k — q), [k, Gsq) e = [a]y, alg]e = 0. (309)

Beirva ezt az alakot a Hamilton operatorba

~ ~ d3k d3q —ikx A * igx ~
H= /dSXH = /d3x(27r)3 o) (e k aikum.k> has (€' Pugsqisg) - (310)
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Figyelembe véve, hogy h.g derivéltat tartalmaz, ez a kévetkez6 alakot 6lti

1= / (;ljr)g @l Ul ichapiup sk (311)
Viélasszuk az u vektorokat wy sajatvektoranak
hapktgsk = Esktgsk. (312)
Ez valgjaban valés idoben kifejezve tgy is irhatd, mint
(10¢ — h)u =0, u(t) = ue Pt (313)

vagyis u a kvantummechanikai energia sajatfiiggvény. Az ortogonalitdst kihasznalva ekkor

ir / P S il (314)
= rkQ, 1. Ark-
(2m)3 £ T
A Hamilton operator alakja most mar megegyezik a harmonikus oszcillatorok egyiittesével, ezért megolddsdhoz
ugyanazon eszkozoket haszndljuk, mint a hirndl. Létezik egy vdkuum |0), amelyre 4. |0) = 0 Va. A
részecskallapotokat a
W) = |ky,n1, 815 . Kiyna, 83 ) = Ni(al )™ .. Ni(al )™ |0) (315)

médon képezziik, ahol N; normalasi faktorok. Fermionok esetén (a!)? = 0, emiatt n; = 0,1 lehet. A hiirnal
latottak alapjan ez az allapot energia és impulzus sajatallapot:

H|W) = (Zn ik ) Pv) = (Zn ) (316)

Relativisztikus esetben a Hamilton operator magfiiggvényének csak két sajatértéke lehet: Ep = +vk2 + m?2.
Bozonikus esetben csak a pozitiv gyok marad, hiszen az eredeti Hamilton operdtorbdl csak a formai ha-
sonlésag miatt vontunk gyokot. A fermionikus esetben azonban h 4 X 4-es métrix. Ennek két pozitiv és
két negativ energia sajatértéke van, ezek mindegyike 2D-s altér, vagyis ezt még fel kell bontani » = 1,2
vektorokkal. A pozitiv energids altér felbontdsdhoz hasznaljuk az u,x illetve a,k, a negativ energids altérhez
Upxe 68 bk jelolést. Ekkor az energia

X Pk L
H = /(27)3 Ex ) _(afarc — blibrc). (317)

Ezzel az a probléma, hogy a bf-ek sltal eldallitott allapotok energidja negativ, és tetszélegesen nagy negativ
energiat elé lehet ezzel allitani. Ha van valamilyen kolcsonhatéds, példaul fotont lehet kisugarozni, akkor
a negativ energids allapotok egyre jobban betéltédnek, és ekdzben energiat sugarzunk ki. A fent definidlt
véakuum tehat nem stabil.

A megoldés az lehet, hogy 1j vdkuumot definidlunk, ahol minden negativ energids allapot be van toltve:

Hblq 0) = [0} » (318)
az index jelentése “Dirac-tenger”. Mivel (b7)? = 0, ezért erre a vakuumra

bl 10),, =0 Vs k. (319)

Emiatt a Bik valéjaban eltiinteté operatorként hat a Dirac tenger vakuumon. Bevezethetiink tehat bg, = Bik
1j jelolést, ennek megfelelGen blk = byk. Ezek ugyanolyan antikommutacids relaciéval rendelkeznek,

{bak, i} = {bly. brg} = (27)33(k — q). (320)
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Vagyis ha bg, az eltiinteté operator, blk részecskét kelt: ezek az antirészecskék. A Hamilton operator
kifejezése:

- d’k d*k
_ T Ty T T
H = /(27’(‘)3 Ek z(arkaﬂ( - brkbrk) - /(277.)3 Ek ;(arkark + brkbrk) + konstans. (321)
A konstans energia a Dirac tenger vakuum és az eredeti vakuum energiakiilonbsége. Az 1j, Dirac tenger
vakuum felett mar pozitiv energids minden gerjesztés. Egy részecske esetén
k) = alel0)pes  Tko7) = bl 0}, (322)

Végiilis tehat a kelto- eltlinteté operdtorok segitségével felirt téroperatorok alakja, visszatérve az eredeti
jelolésre, és a szokédsos normalast illetve impulzuskiosztdst hasznélva:

. Pk 1 , ;
) _ ikx —ikx T
(z) /(2%)3 V2w, (e et e ak)

N A3k 1 ) ) .
\Ija = ( i ar Ar ~ikx ar bT )
) /(zw)‘”)\/mr_12 C ke e
N Pk 1 deci il s
0= [ g 3 (e i) o

Az utolsé sorban a Coulomb-mértékben érvényes kifejezést irtuk fel. A divA = 0 feltétel teljesitéséhez a
polarizaciés matrixra
kieh, =0 (324)
feltétel kell teljestiljon.
Mindezek utén minden a természetben el6fordulé részecskét a fenti médon kell leirni. A részecske
definicié, ugy tlinik, ezzel lezarhatd.

6.1 A kvantalt har idofiiggése

Hogy a propagétort meghatarozzuk, sziikségiink lesz a rendszer id6fejlédésének meghatarozasara. A térelméletben
leginkédbb Heisenberg képet szoktak hasznalni, vagyis az id6fiiggést az operdtorokhoz rendeljiik. Kezdjiik
eloszor a kitérést mérd és kitérité operatorokkal. A kanonikus kommutéciés relaciokat hasznélva
lathatd, hogy

00 =i[H,® =11, oI =i[H,I] = (82 — M?)IL (325)
Ez azt jelenti, hogy a téroperator a klasszikus mozgasegyenleteknek tesz eleget. Valdjaban ez mindig igaz, és a
Poisson zaréjelek és a kommutédtor kozotti szoros kapcsolat kovetkezménye. Fourier-térben a mozgésegyenlet

(05 +wi)®(t, k) =0, (326)
innen a . . . .
q)(t :t()ak) = @(to,k), at(p(t:t()ak) :H(t()ak) (327)
kezdeti feltételekkel kapjuk

. N A si t—1
Bt k) = B(to, k) coswn(t — to) + TI(to, k) Serlt = to) (328)
Wi
A fenti kifejezés mindkét tagjat lehet a retardalt propagatornak értelmezni. Szokasosan a masodik tagot
szoktak venni, az els6 ennek idéderivaltja. Szdval
sin wyt

Gre(t, k) = —O(t) . (329)

Wi

A spektral fiiggvény pedig az iGr.:(t) = O(t)o(t) Osszefiiggésbdl (1. (41]) egyenlet)

i t
olt k) = —i kL (330)
Wi
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A kvantalasi reldcié miatt . A
o(t.z) = (0][@(t,2), &(0)]| 0). (331)

Altaldban ezt az alakot lehet hasznélni a spektrum felderitésére.
Frekvencia térben ezek a mennyiségek:

1 2

Gret(kOa k) = m7 Q(ko,k)

= m(é(k‘o —wg) — 0(ko +wi)) = 2msgn(ko)d(ka — w?). (332)
Lathatéo mdédon a spektrumban két vonal jelent meg, egy a pozitiv, a masik a negativ frekvencidkon. Ez
kozvetleniil annak a kovetkezménye, hogy o mozgasegyenlete kvadratikus volt. A kvadratikus mozgédsegyenlet
masik kiovetkezménye volt az is, hogy ® részecskét kelteni és eltiintetni is tud. A negativ frekvencidkon meg-
jelend spektrumvonal tehdt a részecske eltiintetéssel kapcsolhaté Ossze. A negativ frekvencia azt is jelenti,
hogy et ot = ¢=ko(=1) azaz mintha pozitiv frekvencis részecske haladna visszafelé az idében.

A kelt6 és eltiintetd operatorok idéfiiggését is kidolgozhtajuk:

Oray, = i[[fl,ak} = —dwpar = agp(t) = ape” Wr, (333)
A pontszerii kezdéallapotbdl inditott hulldmfiiggvény
At @, to, 20) = (z, o, to) = <O|<i>(t,x)<f>(to,xo)|0> (334)

a tér-mér6 operator korreldciés fiiggvénye lesz. Mivel a rendszer tér- és iddeltolds invarians, csak a tér- és
idéargumentumok kiilonbségétél fiigg a propagétor A(t — tg, x — o). Behelyettesitve a ® 1' képletébe

dkdg 1 s o dk e~ iwrttike
A t, _ ar aq < ’(A —iwpt+ikx ~T zwktfzk:rr> ~ ~T ’ > _ S
iA(t, x) /277 5 7\/4@ 0|(are +ae (aq+al)|0 o o (335)
Fourier-térben tehat ot
ek 1
At k) = iA(ko, k) = =—2md (ko — .
iA(t, k) 2or iA(ko, k) 2%”(0 W) (336)
Ez a spektrum pozitiv energids felét adja meg.
Egy specidlis propagéatort kapunk akkor, ha ¢ > ty-ra a részecske tp-bdl indul, de ¢t < ty-ra t-bol:
iGr(t,) = O(t — to) (01(t,2)B(to, 70)[0) + O(to — ) {0/ (to, 20)(t,2)[0) . (337)
Ez a kauzalis, vagy Feynman-propagdtor. Fourier-térben
1
Grp(ko, k) = (338)

k3 —wi +ie’

7 Anyag és sugarzas kolcsonhatasa

Hogyan képes kolcsonhatni anyag, azaz a fermiontér, és a sugdrzas, azaz a fotontér? Ehhez fel kell irni a
Lagrange-fliggvényt, amely tartalmazza a fermion- és a fotonteret is, és Lorentz invarians.

Ilyen tagbdl sokféle lehet, azonban van egy elv, amely lerdgziti, milyen mdédon kell a kolecsonhatdst
megkeresni. A Dirac-féle Lagrange-fiiggvénynek van egy globdlis U(1) szimmetridja, ami azt jelenti, hogy

U = e ey, U = ey (339)

transzformdcié hatdsira ugyanaz marad a Lagrange fiiggvény. Ha azonban « helyfiiggd (lokalis transz-
formacié), akkor a Lagrange-fiiggvény nem marad invaridns

L=V (i) —m)¥ = e U(iy"d, — m)e “*V = L + eVy"Wi,a. (340)
Ha azonban megvaltoztatjuk a derivalast egy 1j tér bevezetésével

i0, — iV, =i, — eA,, (341)
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akkor
L=y —m)¥ = U(in 0, — ey A, —m)e U = L + eUy* ¥ (0 — 6A,). (342)

Ha tehat
A/u =A,+0,a, (343)

akkor a Lagrange-fiiggvény lokdlisan is invaridns marad.

Ha tehat megkoveteljiik, hogy egy globalis szimmetridval rendelkezé szabad részecskéket leiré mod-
ell szimmetridja lokalis legyen, akkor ezt ugy tehetjiik meg, hogy bevezetiink (éltaldnosan a szimmetria
minden generdtordhoz) egy mértékteret, amellyel a derivdldst kovaridns derivaltta tessziik. Ilyen mdédon
kolesonhatdst generdlunk a részecske és a mértéktér kozott. Ez a mértékelv (gauge-elv), a globdlis szimmetria
“gauge-elése”. Ugy tlinik, az Univerzumban megjelen6 osszes kolesnhatast helyesen irhatjuk le a mértékelv
segitségével. Az elektromos kolesonhatashoz az U(1) szimmetridt kellet gauge-elni, a gyenge kolesonhatédshoz
az SU(2) csoportot (fzek), az erds kolesonhatdshoz az SU(3) csoportot (szinek), a gravitdciéhoz a Lorenzt-
csoportot.

A kapott Lagrange-fliggvényhez hozzdadhatjuk a mértéktér mér latott szabad alakjat

1 _ —
L= FuF" 4+ U(id = m)V — ied, Uy V. (344)

Ez a kvantum-elektrodinamika (QED) Lagrange-fiiggvénye. Ebben az elméletben a mértéktér az elek-
tromagneses négyesaramhoz kapcsolddik. Valéban, a Dirac-egyenlet miatt

(0" —m)T =0 = —i"Uiyf —m¥T =0 = (=idy" —m)¥ =0, (345)
mert 707:570 =Y, & {7V, W} = 20, Osszefliggés miatt. Ennek kdvetkezménye
0= V(0" —m)¥ — [(—id,y" — m)V]¥ = id, (V4" V), (346)

vagyis mérlegegyenletet kaptunk rd (megmaradé aram). A nulladik komponens e¥ ¥ = ¢|¥|? = p az elektron
megtalalasi valoszinlisége a toltésével sulyozva: ez a toltéssiirliség.

Ha az anyagteret nem kvantum-térelmélettel, hanem kvantummmechanikdval akarjuk leirni, ugyanezt
a formulat hasznaljuk: a kolcsonhatashoz a mértéktér az elektromos négyesaramhoz csatolédik. Mivel a
négyesaram klasszikus mechanikaban

J* = ele,v), (347)
ezért a kolesonhatdsi tag (¢ = 1) rendszerben
Ly, = —e® + evA. (348)
A teljes Lagrange-fiiggvény
L=-myv1—v2—ed+evA. (349)
Coulomb-mértéket hasznilva & — 0. A kanonikusan konjugélt impulzus
oL mu;
= — = ——— + eA;. 350
P i (350
A sebesség kifejezése
)
2 _ p N

Emiatt a Hamilton-fiiggvény Coulomb-mértékben

2
muv m

H=pv—L=——r+evA+my/1—12—evA = —— = /P2 +m2 352

P — V == VP (352)

Ez pontosan olyan, mint egy szabad részecske Hamilton-fiiggvénye, csak az impulzust kell médositani. A

mérték-elv klasszikus megfelel6je tehdat az, hogy a szabad elmélet impulzusat helyettesiteni kell a mértéktérrel
eltolt impulzussal

pP—p—cA. (353)
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Nemrelativisztikus esetben tehat

=1 A)?—i i(A+A)+iA2 (354)
TomPTE “om  2m P PITomt
ahol figyeltiink arra, hogy kvantummechanikdban nem felcserélheté p és A. A kolesonhatasi Hamilton-

operator tehét
e
Hy=——(pA+ Ap). 355
1=—5 - (pA+Ap) (355)

Ekvivalens megfogalmazas: a Lagrange-fiiggvényben egy teljes id6derivalt klasszikusan nem szamit. Emi-
att at lehet irni

L — exA = ed; (xA) — exA — exE, (356)
hiszen Coulomb-mértékben E = —A. Ebben a megkozelitésben a kolcsonhatasi Hamilton-operator
H; = —exE (357)

dipél-kolesonhatés.
Atomi méretek esetén az elektromos tér helyfiiggése elhanyagolhatd; ekkor Coulomb mértékben (ahol
E = —0;A), és valds polarizdciés vektorokat vélasztva frhatjuk

Hy = —ie / Kils \/E 3 (atke—“ﬂf —al ei“) £l . (358)
@2r)® V2 & the ¢

7.1 Atmenet atomi nivék kozott

A Hamilton operator all egy szabad idéfejlédést leiré operatorbdl, és egy kolecsonhatdsbol. Erdemes az
utobbit levalasztani: a Schrodinger egyenletben a szabad idéfejlédést ecpliciten kihasznéljuk

10,V = (Hy + H))U, U = oy, (359)
ezzel ‘ ‘
10,V = HoW + e "H0ti90p = HyW + Hye oty (360)
azZaz } )
10xp = Hy(t), ahol Hj(t) = ot e~ ot (361)

Szukcessziv approximéaciot hasznalunk, azaz egy olyan sorozatot, ahol
0D = H(t)y™, (362)

a (® = |i) kezdeti allapotbdl kiindulva. Az elsd rend

t

() = —i / dt' Hy () i) (363)
0
Ennek dtfedése egy (f| dllapottal:
t
(ft11.0) = =i [at (1)) (364)
0

Ha —o0 és oo k6zott veszem, akkor a teljes atmeneti amplitidét kapom: ez az S-métrix:

oo

Spi = (f.oclis—o0) = =i [ dt' (S0, (365)

— 00
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Tekintsiink egy atomot, amelynek két dllapota van: |a) alapallapot és |g) gerjesztett dllapot. A gerjesztett
allapotbdl az alapdllapotba valé dtmenet sordn kibocsétédik egy foton (feltételezésiink alapjdn), azaz a
fotontér |n,q, ) &llapotbdl |n + 1,¢,«) allapotba keriil valamilyen hulldmszdmra és polarizdciéra. Ennek
dtmeneti amplitudoja

o0

i / dt' (f|H (1) ]i) =

d*k .
= /dt/ \/7 Z 5tk n+1 q, olae™" tfd € n, g, ><a|ii(t)|g>. (366)

S

t=1,2

Az elsé matrixelem
<n +1,q, aage™* — &Ikeiktm, q, a> = —e'/n +1(2m)36(k — q)da.- (367)

a masodik matrixelem

(al&:(t)]g) = (ale™otde™ 0t |g) = e~ Fa=Fo) (a|g;|g) . (368)

Mindent Gsszevetve
S = e\/gsgq {al#i|lg) vVn + 1 /dt’ “iE Bt — g Vn+1(21)8(Ey — E, — q), (369)

—o0

ahol
q_; S
tra = e Seha ol (370

Az dtmeneti valészintiség képletében §(E)? fordul el6. Ennek értelmezéséhez

5(E) = / dte=iBt = §(E)? = 3(E)S(0) = to(E), (371)

— 00
ahol t az atmenet ideje. fgy idGegységre szamitott atmeneti valdszintiséget tudunk szamolni:

Sril?
Wy = % = (2m)8(Ey — By — q)|ga.q/*(n +1). (372)

Ha megvan az atmeneti valészintiség, kiszamolhatjuk a kisugarzott teljesitményt is, vagyis az idéegység
alatt kisugarzott energiat. Miutdn minden hulldimszam és minden polarizacié megengedett:

3 3
:/(;l q3 Z quyi(o, q) /(;jﬂ_??)q Z (2m)d(Ey — E,—q) |e

a=1,2
A polarizdcidra val6 Osszegzés, d; = (a|Z;|g) jeloléssel

2
q _; A
5Eaq {aldilg)| (ng+1).  (373)

> Jehad’ = ; ( > e ) 4 = d*(1 - 4 §)d = sin’ 0|dP?, (374)

a=1,2 a=1,2

ahol felhasznéltuk, hogy a polarizacié merdleges irdanyu lehet. Ekkor

2d2
p—2ld

/d /dQ(5 (AE — q)sin® 0(ng + 1). (375)

44



Innen p N
d—g = (ng % sin? f. (376)

Ez n = 0-ra az elektrodinamika dipélsugarzas képletével egyez6 eredmény, amennyiben azonositjuk

+1)

p; = 2e|d;], w=AE. (377)
Ekkor SI egységekben (Zy = poc = 376.7 Q vakuumimpedancia)

dP ZO 2w4
aq ~ Mat b 322%2
A Kklasszikus képlethez képest megjent egy n + 1 szorzd, ahol n a ¢ = AE nagységu, € irdnyu impulzussal
rendelkez6 fotonok szama. Az n = 0 klasszikus képlet a spontdn emissziot irja le. Kvantumosan a tobbi
foton hatasara gyorsabban torténik meg az atmenet, nagyobb lesz a kisugéarzott teljesitmény: az n faktor az
indukdlt emisszionak felel meg.
Ha n = 0, akkor elvégezhetjiik a térszog integralt:

sin? 6. (378)

o Zop2w4
1272

(379)

mert )
.2 2 8
dQsin“0 =27 [dz(l—x ):? (380)

-1

7.2 Az atomi energiaszintek és a sugarzas allapotainak hibridizacigja, Wigner-
Weisskopf-modell

Ha nem csak els6 rendben akarjuk megallapitani az atmenetet, akkor az eredeti nemkolcsonhatd atomi
energia-sajatallapotok és a fotonok rendszerében fel kell irni a teljes Hamilton operatort, és diagonalizalni
kell azt. Hogy ezt lehetové tegyiik, a helymérés operatorat fel kell {rnunk az atomi energiaallapotok terében.
Feltéve, hogy |a) és |g) allapotokban (%) = 0 (azaz ugyanott van a silypontjuk), a helymérés operdtora
valéjdban atvisz a |a) és |g) dllapotok kozott:

0 X N
I e B (381)

ag

Az atomi energiaszintek métrixa, az alapallapoti energiat nulldra tolva

= (8 A0E> . (382)

Ezt a két operatort leirhatjuk az atomi nivék kelto-eltiinteté operatoraval:

-G8 ()

Hy = AEc'e, f(|a g = XagC+ xf;gcT. (384)

Hy

ezzel

A szabad fotonok Hamilton-operatora

- &Pk
Hy, = / ap > kafan.. (385)
t

A kolesonhatési Hamilton-operatort elég ¢ = x = O-ban felirni (1. (358]))

H; = —i/ Ak Z (dtk —al ) (gikc + g5 cT). (386)
(277)3 tk tk

t=1,2
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Az ac tag eltiintet egy fotont, és alapéllapotba viszi az atomot, ezért — a korabbi analizis szerint — egy
270(AFE + k) Dirac-deltdra vezet, amely soha nem teljesiilhet. Ezért ezt (és a neki megfelels a'cl) tagot
elhagyhatjuk fizikai alkalmazasokban. A teljes Hamilton-operétor tehdt dgy irhaté, mint

- d3k A3k . 4
H= /( Zkatkatk + AEcfe — Z/ (27)3 tz;? (gtchatk _ gtkcatk) ) (387)
Ez a teljes id6fejlédést leiré Hamilton-operator. A mozgdsegyenletek Heisenberg-képben:

. d*k
= —iAEc —/ Z ik

t=1,2
atx = —ikan + gixc. (388)

Ez egy linedris egyenletrendszer, amit meg lehet oldani egzaktul. Id6beli Fourier-transzformaciét végezve
kapjuk

0=(w—AE)c+ / Z 19 Otk

t=1,2
0= (w— k)ax — igikc. (389)

A maésodik egyenletet az els6be visszairva kapjuk

( — AE - /dgk Zlf’fi) c. (390)

t=1,2

A gerjesztett allapot hullamfiiggvénye |g,t) = ¢ (t) |a), ennek 4tfedése a gerjesztett allapottal

(g.tlg) = (ale(®)c"(0)|a),  (g,0lg) =1, (391)

ennek megoldasa a retardalt propagator

e &k g\
ic*t = {(alec’la) = (w —AFE — / Z L —‘k (392)
t=1,2 w—sw-+ie
Ezt {rhatjuk igy is, mint
1
G (w) = 393
cet (W) W—AE—Z(Q}) ( )
w—w-+t1ie
ahol B onel?
Gtk
Y(w) = . 394
W= [gm X 2 (394)
t=1,2
Grafikus szemléletetés. . .
A retardalt propagator diszkontinuitdsa adja meg a a sajatenergidk spektrumat:
re . —2ImX
o(w) = Disc iGECTt)(w) = 2ImG . (w+ic) = - (395)

(W—AE — ReX)2 + (Im%)2’

A spektrum, azaz allapotsiirtiség most tehat nem egyetlen energiaszintbdl &ll, hanem egy csicsos gorbe,
amelyiknek maximuma az w = AE 4+ Re ¥(w) megolddsdnal van. Jeloljiik ezt AE’-vel: ez lesz a médositott
gerjesztési energia. Ha ImY — 0T, akkor Disc zG(TEt)( ) ~ 6(w—AF") lenne; ha Im ¥ kicsi, akkor ugyan nem
Dirac-delta az eredmény, de gyorsan véltozik. J6 kozelitéssel ezért w helyére AE’ irhatd, v := —Im 3(AE").
Ekkor a fiiggvény egy Lorentz-gorbe lesz

2y

o) = TR (3%6)
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amelynek félértékszélessége éppen . Kiszdmolva

— _ImX(AE) = —1 Ak lowl*  _ [ &k 208(0F — k 397
7= ~Im2(AE) = —Im (2r)? ZéE’—k+is_ (2r)? 2 lowl* 0B ~F). (397)
t=1,2

t=1,2

Ezt a szamolast mar elvégeztiik korabban

d*(AE")3
= ——. 398
g - (398)
Valés id6re Fourier-transzformaciét kell végezniink:
T dw _, 1 1 N
t) = T —iwt o _ ,tAE t—’yt. 399
olt) / omi " [w—AE’—iW w—AE"+ iy ¢ (399)

A gerjesztett dllapot id6fiiggése tehat exponsnecialis bomlast mutat, a bomlas idéallanddja a Lorentz-gorbe
szélessége.

8 Részecske definicidk valtozo koriilmények kozott

Azzal a problémaéaval, hogy a részecskék megsem teljesen olyanok, mint a klasszikus tomegpontok, akkor
szembesiiliink, ha valamilyen médon préba ala helyezziik a rendszert, azaz kolesonhatdsba hozzuk valamivel.
Ebben a fejezetben a legegyszer(ibb kolcsonhatasokat vizsgdljuk, amikor a részecske kornyezetét klasszikus
moédon valtoztatjuk.

8.1 Idofiiggd tomegtag

Az id6figgés mddosithatja a Lagrange-fiiggvény paramétereit is. Ez az eset gyakrabban fordul eld, mint a
kordbbi, ilyen tobbek kozott kiilsé erétérbe térbe helyezett részecske esete, de erre majd latunk kiilonféle
alkalmazdasokat.

Tekintstink egy komplex skalarteret, amelynek a sajatfrekvencidja valamilyen id6fliggést mutat. Miel6tt
ezt a rendszert megvizsgalnank, réviden nézziik meg a fix egyiitthatés komplex skalartér kvantdlasat. A
klasszikus Lagrange-fliggvény:

L = (0,9)*(0,®) — m*®*, deC. (400)

Amikor kvantaljuk ®-bél operator lesz, de nem 6nadjungalt.
A kanonikusan konjugélt impulzusok

=9, MO =90, (401)
a Hamilton-stirtiség
H=TT+ (VO) (VD) + m*dT®. (402)
A mozgasegyenletek Fourier-térben
(9% + wi) @y =0, (403)

ahol w? = k? + m?. Hamiltoni formalizmusban:
O =101, HIL = —widy. (404)

A teret felirhatjuk valds és képzetes rész Osszegeként

€
V2

1

*=

(®) +i®y), TN = 0,0 = —=(10; + iTly), (405)
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ekkor ) )
£ = S(@u®1)° = m?83) + 5 (0,82)° — m*®3). (406)

Ez két kozonséges szabad skalartér Lagrange-fliggvényének Osszege. A kvantédlds tehat a szokdsos médon
megy: bevezethetjiik a vikuumot |0), amelyet a1k és agk eltiintet, és amelyen aik és agk hoz létre allapotokat.
A téroperatorok kifejezése

) ( ) / d*k 1 ( + T ) —ikx
X) = a a e
1,2 (27T)3 \/m 1,2k 1,2,-k

d3k . WEk _ikx
I 2(x) = /(27T)3 (—1) o (a1,2,k - alz),k) e X, (407)

A Hamilton-operator alakja

d’k i i d’k i i
H = (27)3 WE (alkalk + a2ka2k> = W WE (akak + bkbk) . (408)
Visszairva az eredeti alakba észrevehetjiik, hogy megjelenik két kombinécid; ezeket ejloljik a kovetkezoképp:

a1k + tazk a1k + iazk

= , b = 409
ax NG K NG (409)
Ezek ugyanazon felcserélési relaciokat tudjak, mint az eredeti operatorok
[ak,am = (277)2(5(k -q), [bk,b:&] = (27r)25(k -q), [ak,bg] = [ak, aq] = [bk, bq] = 0. (410)
Ezzel
k1 -
o _ bT —ikx
(x) /(277)3 2wy, (akJr _k) ©
A3k w )
T _ el S 7]@ _ T —1kx
I (x) L/k2w)3( /%5 (ak b_k)e . (411)
A Hamilton-operdtor alakja most
&’k f f
H = /W Wk (akak + bkbk) . (412)

Mindeziddig igaz marad minden akkor is, ha wy(t) id6fiiggd, a Hamilton-operdtort diagonalizdlhatjuk a
fenti médon. A Heisenberg képben az operatorok lesznek idofiiggdk; a rajuk vonatkozd mozgédsegyenletek

(404)) alapjan
1 t Wk t
Oy m(ak +0b' ) ) =—1 E(Gk -b',)

@(4¢?mrm;0=—¢¢;JW+QQ, (413)

L W+ oy Wk
Orax = —iwgax + mbfk, 8tbl = iwby + mak. (414)

ebbdl

Lathaté médon, ha w # 0, akkor Gsszekeveredik az ay és a bJr_k! frjuk a kovetkezé mddon fel a megoldast

ax(t) = ax(Bai + Bl y, () = Bi(D)ar + aj (bl (415)
Ezeket a kifejezéseket hivjdk Bogoljubov-transzformdcionak. Az egytitthatékra vonatkozo differencidlegyenletek:

Brage = —iwpau + —— By, 0P = iwn B + ——cu. (416)
2wk 2wk
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Ha a Bogoljubov-transzformélt alakot visszairjuk a téropratorba, akkor

d3k .
Bx) = [ 555 (ot Feop!y) e, (417)
ahol
fk _ ak+5k; (418)
ka

ezt az alakot hivjdk mdduskifejtésnek. A kanonikusan konjugalt tér:
d*k ) . ikx
110 = [ 555 (=0) (a0 — g0l ) e, (419)
(2m)
ahol g, = (i — Bi)/wr /2. Mésrészt azonban IIf = &, azaz g = i f. Ennek alapjdn
i : —1

m(fk — iwk fx), Bk = o

Eszrevehetjiik, hogy a id; F wy, a pozitiv/negativ energids idéfejlédésre vetit.
A ® mozgisegyenletébdl kovetkezden

ax = (fic + iwic fic)- (420)

fi(t) + Wi fi(t) = 0. (421)

Praktikusan az ember el0szor fi-t hatdrozza meg, ebbél lehet ay-t és Si-t kiszdmolni.

Most szamoljuk ki a részecskeszamot! Amennyiben H id6fliggs, akkor a H-val val6 felcserélhetOség nem
jelent megmaraddst. Azonban ha H id6fejlédése megall, akkor mér értelmes ez a kérdés. Vagyis ha egy stabil
helyzetbdl valamilyen id6fejlédés utan ismét stabil helyzetbe keriiliink, meghatdrozhatjuk a részecskeszam
valtozast. A részecskékre:

(0 |afax(®)]0) = (0](aitaf + B(b 1) (x(ax + Gz (08 )| 0) (422)
Mivel (O|a£(t)ak(t)|0> = Vi, {gy a slirtiségekre kapjuk:

Nakc(t) = Jasc(t)*nas + [Bi(t) (1 + nax + nxc).- (423)

Specidlisan, ha vakuumbdl indultunk:

_ e uif

ax(t) = | B (t)]? 424
naidt) = BB = 2 (124)
8.2 Unruh sugarzas
Tekintstink egy egyenletesen gyorsuld relativisztikus megfigyel6t. A négyesgyorsulas kifejezése
du
T = gn, (425)
dr

ahol u* a négyessebesség, T a sajatidd, g a négysgyorsulds, mind négyesvektorok. Akkor egyenletes a gyor-
sulds, ha g egy rogzitett négyesvektor adott koordindtarendszerbe valé transzforméciéja. A négyessebesség
valamely kiils6 vonatkoztatdsi rendszerbdl (¢ = 1 egységrendszert hasznalva)

a_ L
1—v2’

ut = (y,y), v (426)

a sajatido pedig

t
dT:\/l—vzdt:%. (427)
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Mivel

—2y3dy = —2dvv = C(% = 730%7 (428)
fey dut dut
g = —— =7— = (7'v9,7*0 + 7 v (vo)). (429)
dr dt
Tehat v = 0 mellett
g = 0.9) (430)

Ha egyenletes a gyorsulas, akkor méas koordinatarendszerben ennek a gg-nak a Lorentz transzformaltjat kell
latnunk. 1D-s esetet tekintve

90 = (vvg,79), (431)

vagyis a 0. komponensre felirt differencidlegyenlet:

d
Yo =~vg = dit} = g(1 —v?)3/? (432)
Ennek megoldésa
v g(t —to)
— =gt —ty) = v= : 433
T—02 g( 0) T+ 020 — to)? (433)
Ezt a kifejezést is fel lehet integralni. Az eredmény
1. 1
t = —sinh g7 + to, x = —(coshgr — 1) + zo, (434)
g g
hiszen
_dx _ dz/dr _ sinh g7 _ sinh g7 (435)

YT T dt/dr  coshgT /1 +sinh? g7

ahonnan ¢ kifejezését felhasznalva adddik az eredmény. Mellesleg expliciten is ki lehet fejezni

1 1
T=x0+ )+ 12— -, (436)
g g

A fenti képletek egyetlen gyorsulé tomegpontra vonatkoznak. Ebbol gyorsulé megfigyelot sokféleképpen
csindlhatunk. Szokdsosan a kovetkezd valasztassal élnek:

1
t = —e% sinh g1
(1, €) = (t,2), ’ (437)
z = ~e% cosh g,

ezek a Rindler-koordindtdik. Ez a koordinatazas konform, azaz szogtartd. Az 4j bazisvektorok az eredeti
rendszerbdl nézve

dr €9 cosh g7 dr €% sinh g7
o_ 4r _ g 1_ ar g 0, 1p _ 4
Cu dr (egE sinh g7 ) ’ Cu d¢ (eg’5 cosh g7 = Cuc 0, (438)

azaz merdleges koordindtazas. A fenti paraméterezés a Minkowski térbeli polarkoordindtdknak felelnek meg.
Most azonban nem fedik le a teljes téridét, annak csupan a negyedében vannak értelmezve. Ennek ellenére
ebben a negyedben teljes kvantumtérelméletet épithetiink fel.

Azt kérdezziik, hogy ha egy Rindler-megfigyelénk van, akkor milyen lesz a vakuumallapota az eredeti,
Minkowski megfigyel6 szamara. Fizikailag kvalitative az torténik, hogy a vakuumbdl révid idére “koleson
lehet venni” energidt, ot ideig dE = 1/0t energia vehet$ el. Ennyi id6 alatt egy 4ll6 rendszer dv = dtg
sebességre tesz szert, azaz a mozgdsi energiaja %m5t292 lesz. Ha ez fedezni képes a kolcsonvett energidt,
azaz F3 = %mgz, akkor a részecske valédi lehet.
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Vildgos médon itt id6fiiggd esetrél van szo, azaz a Bogoljubov-mddszert hasznalhatjuk. A tér, skalartér
1évén, nem transzformalédik a gyorsulas hatasara, azaz a Rindler megfigyel6 altal felirt skalartér a Minkowski
tér atkoordinatazasa. Most hasznédljunk valés skalarteret az egyszertiség kedvéért.

A Minkowski térben a mozgdsegyenletek megoldasa

5 r dk 1 —iw ikx T iwrpt—ikx
barltn) = [ 5o <ake wtrike  of giwit ) (439)
Emiatt a Rindler megfigyel6 téroperatora:
by (7,6) = ur(t(r, ), 2(7,€)). (440)
A vékuum analiziséhez Fourier transzformaciot végziink
. al
B(r9) = [ 5 B, (141)
azaz -
By(r) = /d§ —wg/ dk 1 (ake—iwkt(7,5)+ikw(7—,§)+aT€iwkt(T,£)—ikx(T,§)). (442)
21 /2w k

Az analizist m = 0 esetre végezziik, de a véges tomegii esetre is hasonlé eredményeket kapunk. A k
integralt bontsuk fel pozitiv és negativ részekre.

o0

dk 1 ) ) )

By(r) = /d§ —zeg/z (a ik(@—t) +a£e—zk(m—t) T a_pe k@t +a£61k(w+t)). (443)
—oo

Ez a felirds megfelel balra futé e*(#+t) és jobbra futé e™(*—% sikhullimok szerinti kifejtésnek (fénykip

koordinatazds). Mivel

1
zt=—edEE) (444)
g

ezért a jobbra illetve balra futé hullaimok a Rindler rendszerben is megjelennek. Visszairva

Bi(r) = / B 757 (s + Grelr)al + Gup(rai + Grelrlal . (445)

ahol az egytitthatok kiszamithatdk a kovetkez6 formula segitségével

oo z_e-‘75 5_7 1 , oo . _is
/dgeleéezsegﬁ =< e [0700]7 /dzzflgfl isz _ 7(_1-3)15 /dvviz?ileivr(—) _
s dz/(gz) = d§ Y ) g
= 1( ) 91“( ZE) = le%sigl“(_—w). (446)
g g g g
Amit kapunk
) ' - B s
GR,[(T): /dé‘e—zééelgeg(ﬁ ):g L 1e2g MTkl 1_‘(71)7
g
— i . . g T ¢ P ¢€
g
Gr.(r /dfe R T —g 17716—%%6%1‘511(;25),
g
_ by o . Y
GL,Z(T) — /dé‘e—ﬂﬁelgeg(H ) :gfifflngrMTkz F(i) (447)
g
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Bevezethetiink 1j kelt6- és eltiinteté operatorokat

Q

Todk Todk
dy = ki h
) /2m ar, e /

0 0

ezekre

Todk T dg e x 1 Tdk i 7 A
[dy, di] = / e / 2:qgk’§q_’5[ak,a};]:§ / ?k_ﬁ(“e): / dze T 70% = 975(r — 1), (449)
0 0 0

ahol bevezettikk a gz = In k valtozét. A d és h valtozdk egymaéssal kommutalnak, mert az egyik pozitiv, a

(448)

— 00

masik negativ impulzusokat hasznal. Ugyanakkor d és h vikuuma még mindig a Minkowski vakuum.
Ezek utan

- L 1
S il
Bz(T)_g\/E F(T)

o VES EVES JEN
[e2s “Tdy 4 e % zhdu—ke 29“”@—!—629“@7}114.

(450)
Vagyis a teljes kifejezés Rindler koordindtakban

oo

A dal
b,rno)= [ 5

— 00

{Rge%dgew(g_ﬂ + Rz‘e%d}e_w(&_ﬂ + Rgef%hgem(e”) + Rz‘e*%h};e_ie(f'”)} (451)
ahol

[yl
9

[N

Ry ="

—il
vim L)

(452)
Erdekes megfigyelni, hogy megmaradt a sikhullim alak, azaz ~ e¢*) marad az idéfiiggés: ez annak a
kovetkezménye, hogy a koordinata-transzformacié ortogondlis volt, azaz

H? H? H? H?
o2 "2 o g

or?  9g2’

(453)
igy a megoldés tovdbbra is sikhulldmok szerint kifejthetd. Azonban a pozitiv és negativ energidk osszekeverednek,

ami onnan is latszik, hogy a normalds nem 1/v/2¢, mint a kézonséges Minkowski esetben. A sikhullam kife-
jezés miatt azonban amikor ki akarjuk szdmolni a-t és 8-t a (420)) képletben, akkor a 7 szerinti idéderivalt
egyszertien +il-et ad. Amit kapunk a d; és dz egylitthatoibol

Qy =V QEB%Re,

By = —V20e” % R;. (454)
Innen ’ y y
Lm 1 —1
ﬂg2:7€_7F \(—). 455
1Bel” = 5 7 ( g) ( P ) (455)
A Gamma-fiiggvények specialis tulajdonsagait felhasznélva
P(1+2)=2:(z), TDEI1-2)=-—— = TE)(—2)=—— (456)
N ’  sinmz zsinmz’
azaz ' )
2 _Lim —T -
|Be|” = Img" =

T = (457)
g g €7 T

Mivel a fenti kifejezés a vakuumban talalhaté részecskék szamat jelenti, a fenti képlet alapjan azt kaptuk,
hogy a gyorsul6 rendszer vakuuma valdjaban gy néz ki, mintha

g

Ty = L 4
U= (458)
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hémérsékletii fekete test lenne! Ez az Unruh effektus.
A Kkelt6 és eltiintet6 operatorok viszonyat is lehet elemezni, ehhez ¢-ben is pozitiv és negativ tengelyt kell
valasztani. Bevezetheték a kovetkez6 operatorok:

_ iz w —LT o in g
by = Ree29d; + Rje Qghe, by = Ree29hy + Rje 2-‘?d£. (459)

Innen

L7

Lm _Lvrﬂr Lr — —Lm ot
dp ~e29by — e 29[)5, hy ~e29by —e 29bz. (460)
A Minkowski vakuumot eltiinteti d és h, ezért

4

(be— e 5B [0),, =0,  (by—e Fb})[0),, = 0. (461)

Innen a Minkowski vdkuum roévid szdmolds utdn (1. 0710.5373 cikk az arxiv.org honlapon)

Kikiiszobolve a |n;) dllapotokat egy tisztdn termikus alapallapotot kapunk.

A gravitdcié egyik alapelve (ekvivalencia-elv), hogy a gravitdcids gyorsulds megkiilonboztethetetlen az
inercidlis gyorsulastol. Emiatt amit itt elmondtunk alkalmazhaté gravitacids erétérre is. A gravitdcios tér
tehat a stk vakuumhoz képest részecskékkel van teli, amit ki is sugdroz. Mivel a gravitaciés gyorsulas

_aM

2r R?
g= _

— Ty = . 4
R2 = U M ( 63)

A Foldrél ez a sugdrzas rendkiviil kicsi.
Fekete lyukak esetén a gravitacids tér akkora, hogy az eseményhorizontrdl a fénysebesség kellene a szokési
sebességhez. Nemrelativisztikus kozelitéssel a szokési sebesség
1 45 mMG 2MG 2MG =1
im'l) = T = R= 02 = Rho’r‘ = 2 — 2MG. (464)
Annak ellenére, hogy a nemrelativisztikus képlet teljesen alkalmatlan ennek a szamitasara, a képlet mégis
helyes. A gravitéciés tér az eseményhorizonton

1 1
hor = UGM T 2R (465)
Emiatt a fekete lyuk homérséklete
g 1
Ty = —>—=——. 466
H= or ~ 4nR (466)

Ez a Hawking-sugdrzds.

Az, hogy a fekete lyuk valdjaban egyben egy termodinamikai fekete test, a gyorsulds és a hémérséklet
pedig lényegében ugyanaz a fogalom, messzire vezetd kovetkeztetéseket eredményez. Ha ugyanis a tomeget
az energidval azonositjuk, akkor a fenti relacié alapjan

1 1
T = E = = . 4
8TGM - 8TtGT (467)
A szabadenergia (8 = 1/T jeloléssel
0BF 1
=" = . 468
ap 167nGT (468)
az entrépia pedig
F 1 2 A
g=_2 TR _ A (469)

or  16nGT? G 4G’
ahol A a fekete lyuk horizontjanak feliilete. Ez a Bekenstein-Hawking entrépia képlete.

A fekete lyuk fajhéje negativ ¢ = 0S/0T ~ —1/T3, ezért a fekete lyuk nem stabil képz6dmény, témegét
elsugdrozza. Ugyanakkor csillag méretii fekete lyukak sugarzas altal gyakorlatilag nem tudnak eltiinni.
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9 Parametrikus rezonancia

Vizsgaljuk meg azt a Lagrange-fiiggvényt, amely nem szabad részecskéket ir le, azaz nem kvadratikus, hanem
a részecskék kolesonhatasdt is tartalmazza. A legegyszeriibb ilyen vélasztds a

1 2 2 A g4
L= 2<I>( 9% —m*)P 24<I> (470)
Lagrange-fiiggvénnyel lefrhaté ®*-modell. A modell igen gazdag jelenségkor lefrasara alkalmazhaté, mi most
egy specidlis részletre vegyunk kivancsiak: inditsuk el a rendszert térben homogén koherens allapotabdl,
és vizsgaljuk meg, mi torténik vele az id6 mulasaval. Ehhez a mindig a legegyszeriibb kozelitést, azaz az
effektusokat még visszaado legalacsonyabb rendi alak megtartasat alkalmazzuk.

Mint lattuk, a térben homogén koherens allapot egy ®g klasszikus mez&vel ekvivalens. Ekkor a kvan-
tum mezd a & = ¢ + Py felbontdsbdl kaphatd. A kezdeti feltétel szerint tehdt ¢ vakuuméabdl indulunk.
Feltételezhetjiik, hogy a klasszikus héttér, mivel térfliggetlen médon indult, késébb is térfliggetlen marad.
A hatéasfliggvénybe visszairva a hattér + fluktudcd alakot:

5 4 5[y, ). (471)

S[Po + ] = S[Bo] + / O

Az els6 tag csak a klasszikus teret tartalmazza, ezért a fluktudcié szempontjabdl konstans. A maésodik tag
nulla lesz, ha ®( a klasszikus mozgasegyenleteket teljesiti, azaz

0= % = (—82 —m? — 2@3) ®. (472)

A fluktuacidkra tehat csak a harmadik tag vonatkozik:

- 1 A A
Lo, ] = 5@(—82 —m?)p — ﬂ@4 ~ (Do + )" — D — 4p®F] =
1 2 2 Ao Ao 3 Ay
= S (=% —m? — 202)p — Dy — Lot 4
5 P(=07 —m” — @) 5 Bov” — 1% (473)

Most mindeniitt, ahol lehet, kvadratikus kozelitést alkalmazunk. A &, mozgdsegyenlete eszerint
(iso = —m2<1>0 = (I)()(t) = P cos mt, (474)
a fluktudcidkra vonatkozd operator egyenlet pedig
A
(0% +m? + §¢§)¢ =0. (475)

A fluktudcidkat a kezdeti idépontban felvett kelté-eltiintet6 operatorok segitségével fejezziik ki, azaz médusfiiggvény
kifejtést alkalmazunk (417))

o) = [ 55 (e + filtgal) e (476
Az egyiitthatokra vonatkozo egyenletek:
fil®) + (k2 +m? + ;@g(t)) fi(t) =0. (477)
Beirva ide a ®( konkrét alakjat -bél:
fie(t) + <k2 +m? + %{% cos? (mt)) fie(t) =0, (478)
ami, felhasznédlva a cos2mt = 2 cos? mt — 1 azonossagot, irhaté gy, mint
fie(t) + <k2 +m? + %{)3 + %{)3 Cos(2mt)> fi(t) = 0. (479)
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Ezek utan a

_ 1, 5 APE X
helyettesitéssel kapjuk a
V(2) + (M + 2qcos(22)) fk(z) =0 (481)

egyenletet. Ez a Mathieu-egyenlet.

9.1 Stabilitas analizis
Nézziik meg réviden, mit is tudunk mondani egy ilyen jellegili egyenletrél. Részeletesebb informéaciot kaphatunk
e www.emba.uvm.edu/” jyang/teaching/Floquet_theory_Ward.pdf oldalon

e tesi.cab.unipd.it/47187/1/Tesi_Ilaria_Panardo.pdf oldalon

http://dlmf.nist.gov/28 oldalon

a google-ba beirva a “matthieu equation floquet analysis” szavakat.

Az egyik legfontosabb gondolat Floquet nevéhez fiizédik. Réviden az elv az, hogy ha a potenciél peri-
odikus z — z + 7 szerint, akkor a differencidlegyenletnek van egy nm-vel valé diszkrét eltolasi invariancidja.
Ez a diszkrét csoport dbrazolédik a megoldasokon, a sajatértékek jellemzik a megoldasokat.

Részletesebben: tegyiik fel, hogy fi és fo két linedrisan fliggetlen megoldds, amelyeket a célszeriiség
kedvéért gy inicializalunk, hogy

A0)=1, fi(0)=0, f2(0)=0, f5(0)=1. (482)

Ekkor minden megoldas felirhaté mint

f(2) = c1fi(2) + cafa(2). (483)

Viszont a differencidlegyenlet ugyanigy néz ki z 4+ w-t berirva, azaz f(z + ) is megoldds, ami kifejthet&
tobbféle médon:

fe+m) =cafiz+7) +cafalz +7),

f(z+7) = hifi1(2) + hafa(2),

fi(z+7) = A1 fi1(2) + A2 fa(2),

fa(z +7) = B1fi1(2) + Bafa(2). (484)

Az utolsé két egyenlet z = 0-ban azt adja, felhasznalva f; o-re vonatkozé kezdeti feltételeket, hogy
film) = A1, film) = Az, fa(m) = Bi,  fa(m) = Ba. (485)
A fenti egyenletek egymaésba helyettesitve azt adjék, hogy

<f1(7r) fg(g) <2> _ (Z;) (486)

fa(m) f(

Keressiink olyan megoldast, amelyre hy = ucy és ho = ucs igaz. Ekkor
fet+m)=pf(z) = [flz+nm)=p"f(2), (487)

és 1 a fenti matrix sajatértéke. A megoldds tehdt stabil, ha |u| = 1, lecseng, ha |u| < 1, és felrobban, ha
lul > 1.
Felirva a sajatértékegyenletet

0= (PO D =i = ) + £y + W), (4858)



ahol W (z) a métrix determindnsa z idSben:

W(z) = f1(2) f3(2) = fo(2) fi(2). (489)
Megfigyelhetjiik, hogy ha f” + X (z)f = 0, ahol X (z) tetszSleges fiiggvény, akkor
W'(2) = f1(2) 5 (2) — f2(2) f{'(2) = 0, (490)

emiatt W(z) = W(0) = 1. Emiatt a sajétértékegyenlet
p? —2¢u+1=0,  ahol 2¢ = fi(r)+ fy(m). (491)

Bar ¢ értéke a konkrét megoldasoktdl fiigg, azt elmondhatjuk altaldnosan, hogy két sajatérték lesz: p; és
to. Ezekre igaz

pape =1, p1+ pe =29, (492)
frjuk a két sajatértéket exponencialis alakba
pr2 = €T, (493)
ekkor
V1 +uvy =0, coshvy = ¢. (494)
Tehat:

|p| < 1 esetben v o tisztdn képzetes, azaz py = e'"117™ és iy = pi. Ekkor |p1 o] = 1 és a megoldds stabil.

|¢| > 1 esetben vy valds és vo = —v;. Emiatt us = 1/p1, és mindkettd valds: az egyik megoldés tehdt lecseng,
a masik exponencidlisan n6, azaz instabil megoldast kapunk.

|¢| =1 esetben v; = v = 0 vagy +i, azaz uy = pe = 1. Ekkor a megoldds (487) alapjan m-ben periodikus
vagy antiperiodikus.

Mivel a Mathieu-egyenletben az egyenlet folytonosan fligg g-t6l, igy elvarhatd, hogy ¢(q) is folytonos fiiggvény
legyen. Ez viszont azt jelenti, hogy a stabilitasi és instabilitasi tartomanyokat a 7m-ben periodikus megoldasok
valasztjak el egymastol!

Emiatt elegend6 el6szor a m-ben periodikus megoldasokat targyalni. Ezekre felirhaté egy Fourier-sor:

)= Y cme®™  f(2)= D conpre®rz, (495)

n=—oo n=—oo

Most csak az els6 esetet nézziik, a masodikra ugyanez elmondhaté. Beirjuk a Mathieu-egyenletbe, és fel-
hasznaljuk, hogy

oo

f”(Z) — Z (_4n2)c2ne2z’nz’
2qcos2zf(z) = Z qC2n <€2i(”+1)z + 62i(n71)z> = Z a(ca(n—1) + Ca(ny1))e>"™?, (496)

vagyis a ¢ egyltthatok kielégitik a
(M = 4n*)can + q(can—1) + C2(nt1)) =0 (497)

egyenletet, mégpedig ugy, hogy a megoldasul kapott fiiggvények Lo térben legyenek. Ez a szokdsos sajatér-
tékprobléméknak megfeleléen bizonyos M (q) értékeknél teljesiil csak. Numerikusan eljarhatunk tdgy, hogy
a fenti rekurzidt egy véges n = N szamndl befejezziik, és kiértékeljiik a lehetséges sajatértékeket, majd N-t
noveljik.
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Figure 3: A Mathieu-egyenlet m szerint (anti)periodikus megolddsaihoz tartozé sajatértékek, és a stabilitdsi
tartoményok. Forrds: “http://dlmf.nist.gov/28.17”.

Az eredményiil kapott fliggvényeket z-ben valé periodikussdguk illetve antiperiodikussaguk szerint nevezik
el. Az f-bél kapott sajatviiggvényeket cea,(z,q) (elliptikus koszinusz) illetve sea,(z,q) (elliptikus szinusz),
az f-bol kapottakat pedig ceanm11(2, q) illetve seam11(z, ¢) mddon jeldlik. Ezek, ahogy fent mondtuk, 7 szerint
periodikusak illetve antiperiodikusak, és ce,,(z,q = 0) = cosmz és se,,(z,q = 0) = sinmz hatéresetek igazak
rajuk. A megfelel6 sajatértékek jelolése: ce,,-hez a,, és se,,-hez b,, sajatértékek tartoznak. A sajatértékek
g-fiiggése 1athaté a [3] 4bran.

A sajstértékek ¢ = 0-ndl M = a,,, = b,,, = 4m?, ami leolvashaté a egyenletbél, vagy kozvetleniil a
Mathieu-egyenletbdl, amely ekkor a harmonikus oszcillator egyenlete lesz. Az is lathato innen, hogy a
q = 0 vonal mindig stabil megolddsokat ad. Hozzavéve azt, hogy a m-ben periodikus megoldasok a stabil és
az instabil tartomédnyokat vélasztjdk el, kapjuk a [3] dbrdn lathaté stabilitdsi tartomanyokat.

9.2 Részecskekeltés

Ha stabil megolddsaink vannak, akkor ez megfelel valamilyen megvaltozott diszperzids relaciéval rendelkez6
részecskének. Ha a [ Bogoljubov-egyiitthaté nem is lesz nulla, hiszen ott az eredeti diszerpzids reldcidt
hasznaljuk, de |3|? korldtos marad, és periodikusan nulldba tér vissza. Ilyenkor az eredeti vakuum kozelitSleg
vakuum marad tovabbra is.

Ha azonban instabil megolddsunk van, azaz fi(t) ~ e?, akkor 3 ~ e¥! és a részecskeszdm exponencidlisan
novekszik ny(t) = |Bk|?> ~ €2**. A numerikus szimuldciék szerint (1. [4]) kis ¢ mellett a részecskeszdm
logaritmusa folytonosan né, mig nagy g-k mellett idénként megugrik.

9.3 Kozmolégiai alkalmazas

A kozmoldgiai infl4cié t6bb kozmoldgiai paradoxon felolddsdra sziiletett konstrukeié (1. [5]). Nagy vonalak-
ban a homogén izotrép Univerzumot a Robertson-Walker metrika irja le

2

1— kr?

ds* = dt* — R*(t) ( + r%m) , (498)

amely geometriailag egy 4-es gombnek (k = 1), hiperboloidnak (k = —1) illetve stknak (k = 0) felel meg. A
skélaparamétert jelenté R(t) fliggvényt az Einstein egyenletek hatdrozzék meg (Friedmann-egyenletek):

R k871G R 4rG

i — = —¢, — = ——(4+3 , 499
ahol G a gravitaciés konstant, € az energiastiriiség és p a nyomas, amely az energia-impulzus tenzor f6atléjaban
elhelyezkedd elemeknek felelnek meg, azaz Tyg = € és Ty; = p (az izotropitds miatt ez i-fiiggetlen, és nincsenek
nem diagondlis elemek).
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Amennyiben az energia-impulzus tenzor egy klasszikus skalartérbél szarmazik, ahol konstans @ klasszikus
mezénk van, akkor (534) alapjén

oL
T/“/ = ayém — gm,[: = TNV = gul/V(q)O)' (500)
Innen az adddik, hogy ¢ = V(®y), de p = —V(®y) (azaz negativ nyomdst képvisel), emiatt ¢ + 3p =
—2V(®g) < 0. Tehdt a mdsodik Friedmann-egyenlet alapjin
. TG
R=H?R = R(t)=R(0)ef!, ahol H?= ”TV(%). (501)

Az Univerzum tehat exponencialisan felfuvédik: ez az inflacio.

A fenti elemzés szigorian véve csak akkor érvényes, ha ®( konstans, ekkor az exponencialisan felfivédé
szakasz soha nem érne véget. Ezért a legtobb inflacié modellben a skaldrtérnek valami dinamikéja van. A.
Linde 4j inflaciés modellje szerint [6] példdul elegendd, ha a skaldrtér egyszerlien egy négyzetes potencidlban
legordiil. Ha van egy csekély negyedfoku tag is, akkor éppen a korabban targyalt modellt kapjuk. Ekkor
az oszcilldlé skaldrtér sajat (és egyéb) részecskéihez kapcesolédva energidjét részecskekeltésre forditja, és
ilymédon az inflacié idoszak ugy ér véget, hogy a skalartér a potencialja minimuméban megnyugszik, mig
az Univerzum megtelik a parametrikus rezonancia éltal keltett részecskékkel (Gjrafiités, reheating).

10 Schwinger effects and related staff

We want to study the complex scalar field theory in external electromagnetic field

L= (iD,®)*(iD"®) — m*®*, iD,, =0, — eA,. (502)
Under an U(1) rotation the fields transform as
=P, A=A, — 0, (503)
Then _ _ _
iD,®" = (i0, — eA},)e"**® = (0, — edy o — eA,, + ed,a)® = €'**iD, P, (504)

and so the Lagrangian is invariant. Reorganizing the above Lagrangian we find
L =[-i0,®* —eA,®*|[i0,® — eA,®] — m*®*® = &* (=0 — m* — 2ieA,0" —ie(9, A") +e* A, A")®. (505)
We will use Lorenz gauge 9,,A* = 0, then
L=0"(=0% —m? — 2ieA, 0" + *A,A")D. (506)
The equations of motion
(0% —m? — 2ieA,0" + 2 A, A"M)D = 0, (507)
and initial conditions.

Let us take a pure electric E field on the z direction. The corresponding gauge field is A3 = —FEt, the
others are zero. This laso satisfies the Lorenz gauge condition, since d3t = 0. Then we find

(0% + m? + 2ieEt0s + 2 E*1*)®(x) = 0. (508)
Perform Fourier transformation in the spatial momenta, where we effectively have 0; — ip;:
(02 + p* + m? — 2eEtps + 2 E*t1)®(t,p) = 0,
(02 + p2 + m? + (eEt — p3)?)®(t,p) = 0. (509)

In this differential equation ps is a parameter. We can make a shift in time ¢t — ¢ + eE/ps, while the time
derivative remains the same. Then we arrive

(02 +p% +m? + 2 E*tH)®(t,p) = 0. (510)
We will denote
w? =p? +m? Q% (t) = p> +m? + 2 E%2, (511)
and find
(02 + Q(t)?)®(t,p) = 0. (512)
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Fluggelékek

A Klasszikus térelméletek

A rezg6 hur rendszerében az az érdekes, hogy nem raktunk bele szabad részecskéket, végiil mégis megjelen-
tek, mint az energia sajatdllapotai. Rdadasul 6nmiikédden, minden kiilon feltétel nélkiil tudtak teljesiteni
a részecskék permutacidjara vonatkozéd elvarasunkat, amit a kvantummechanikdban csak a tobbrészecske
huldmfiiggvényre kirdtt konstrukecidkkal (1. Slater determindns) lehetett megkapni. Emiatt természetes arra
gondolni, hogy a valésdgban megfigyelhet6 részecskék valamilyen folytonos “kozeg”, azaz mez6 kvantaldsandl
megjelend allapotok. Nézziikk meg tehat dltaldnosan a mezok elméletét és a mezok kvantilasdnak feltételeit
a hurnél latottak alapjan.
A klasszikus térelmélet alapobjektuma a mezd:

def.: Mez6: ¥ : M — V, a Minkowski-térrol valamilyen vektortérbe képezd fliggvény; valamely alkalmas
koordindtédzdssal komponensei: U, (x) = U,(¢,x).

Példak:
e p(t,x) illetve T'(t,x) nyomds illetve hdmérséklet-mezs: itt V=R = skaldr mez8

e E(t,x), B(t,x) elektromos mez6 és magneses indukcié mez8, vagy v(t,x) sebesség-mez6: itt V.= R3
= vektormezd.

A.1 Lagrange-siiriiség

Hogy az altalanos térelmélet leirasat megkapjuk, el6szor felosztjuk a teret kis cellakra, kozéppontjukat jelolje
x;, 6s vessziik a cella kozéppontjanak értékét: U, (¢) = U(t, x;). Ezzel egy véges sok szabadsigi fokt rendszert
kapunk, amelyet a mechanika elvei szerint épitiink fel. L Lagrange fiiggvény tobb szabadsigi fok esetén
L(gi,q:,t) figgvény, ahol ¢ = 1...N. Ez még tul dltaldnos. Lokdlisnak nevezziik a sok szabadsigi foku
rendszert, ha g; csak a szomszédaival hat kdleson, és a Lagrange-fiiggvény felirhaté mint

(4,4) i

ahol (i,7) = szomszédok, és i > j (hogy ne szdmoljunk dupldn). Ha 4, j térbeli celldkat jel6l, mint elSbb,
akkor irhatjuk a térbeli felosztdst finomitva ¢; — ¢; = aVq(x;) + .... A magasabbrendf{i tagokat elhagyva
tehdt La(qi, Vi, t). Osszefoglalé jelléssel bevezetjok a négyes derivaltat: O = (0, V).

A felosztas finomitasdval a szummak integrdlokka irhatok at: ) . F; esetében bevezetjik az F(x) =
F;, x € §V; 1épcsofiiggvényt, amelyre

1 5 [ o Fx)
ZF = W/d x F(x) :/d xF(x) = F(x)= lim === (514)
stirfiség. Igy lokélis térelméleteket jellemzd Lagrange-fiiggvény felirhaté mint
L= /d?’xﬁ(\ll(t,x),(9H\Il(t,x),t,x) (515)
Lagrange siirtiség integralja = L csak elsd derivdltakat tartalmaz.
A hatds alakja
S= / L = / e LU (x), 0,9(z), z) (516)

t-ben és x-ben teljesen szimmetrikus alakba irhaté.

99



A.2 Mozgasegyenletek

Legkisebb hatas elve a megvalébulé pélyénél a hatds minimdlis, vagyis a hatas variacidja nulla. Vizsgaljuk

......

oL oL
4 _ 4
S[W + 6] = /d 2 L(V + 60,0,V + 8,60, z) = S[V] + /d x {5\1/8\11 + aﬂxpia(au\y)

/d4 5\11{ — 0, (ZE\I,)] (517)

ahol az utolsé 1épésnél parcidlisan integraltunk, és eldobtuk a végtelenben fellépd feliileti tagokat. A hatés
szélséértéke ott van, ahol 45 = 0 minden variiciéra. Ekkor az integralban 0¥ egyiitthatdja el kell tiinjon

oc ., oL
v~ "9(0,v)

=0, (518)
megegyezik a masik eredménnyel.

A.3 Megmaradé aramok

Mig mechanikdban egy () mennyiség megmaradésa azt jelentette, hogy Q(t) = Q(0), egy o mezd esetén a
lokalis mennyiségek nem maradnak meg, mert mas helyre atmehetnek. Mégis megmaradéasrél beszélhetiink
olyan értelemben, hogy egy tetszéleges V térfogatban

[d3xp(t + dt,x) = [d3xp(t,x)+ (falon tdvozd o).
v v

Bevezetve j* = (p,j) jelolést, ahol j a g-hoz tartozé dram, V' — 0 limeszben a kovetkezé mérlegegyenlethez
jutunk:
0+Vj=0 = 0,5"=0. (519)

Jj* neve megmaradé dram. A ténylegesen megmaradd mennyiség Q = [ dV j°, a teljes térre integrdlva, hiszen

Q:/dvaojozf/dVdivj:f%dFj:O, (520)
mert a végtelenben nincsenek dramok.

A.4 Szimmetria és megmaradas

A mechanikdban lattuk, hogy egy szimmetria kdvetelmény mennyire megszoritja a hatds lehetséges alakjat.
A téridd relativisztikus invarians: milyen hatas-funkcionédlok konzisztensek ezzel? Hogy ezt megvélaszoljuk,
elOszor a Lorentz-transzformdcidk hatasat nézziilk meg mezokon.

Kezdjiik egy szemléletes példdval: ha adott egy sebességmezd (pl. dramldsndl), és forgatdst végzek a
rendszeren, mi torténik a mezdével? Egyrészt a sebességek helye megvaltozik, masrészt viszont a sebességek
irdnya is valtozik! Ez azt mutatja, hogy egy altaldnos R transzformécié hatdsa két részbdl tevédik Gssze:
egyrészt a téridd transzformécidjabdl, Ry : M — M, masrészt a “belso tér” V transzformécidjabdl Ry :
V-V = R=RyxRy. AFig. [4abran lithatd, hogy a teljes hatds gy éllithatd eld, hogy elGszor
xz — z’', majd az j helyen v — v'. Tehat

V(R (@) = Rv(v(z)) = V'(z) = Rv(v(Ry (2))). (521)

A kés6bbiekben nem kiilonboztetjiik meg jelolésben Ry -t és Rpr-et, és az frasméd: v/(z) = R(v(R™1(x)))
lesz.

def.: Linedris transzformacié: Rp; és Ry is linearis. Ekkor mindketté egy-egy matrixxal irhaté fel, ekkor
v/(z) = Rv(R™'z).
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Figure 4: Vektormez§ altaldnos transzformécidja

A Lorentz csoport elemei folytonos linearis transzformacidk.
Egy transzformécié akkor szimmetria, ha a transzformalt mez6hoz az eredetivel azonos hatasfiiggvény
tartozik: S[¥] = S[R(¥)]. Ekkor a transzformalt mez¢ koriili varidciéra igaz

SSIR(W)] = S[R(V) + 6] — S[R(W)] = S[R(¥ + §0)] — S[R(W)] = S[¥ + 5] — S[¥] = 6560,  (522)

itt SR(¥)6¥ = §¥ moédon vezettitk be §U-t. Ha tehdt W kielégitette a mozgasegyenleteket, akkor §S = 0,
ekkor viszont §S[R(V)] = 0 is igaz, azaz R(V) is kielégiti a mozgdsegyenleteket.

Tétel: (Noether-tétel) Minden folytonos szimmetridhoz tartozik egy megmaradé dram.

Bizonyitas.: Jeldljiikk a folytonos transzforméciot R,-val. Ry = 1 az egységtranszformacié legyen. In-
finitezimalis transzforméciéndl (Rs,) a véltozés linedris d7-ban. Ezért a mez6kon hatva felirhaté:

Rsr : U(z) = V'(z) = ¥(z) +6¥(x) = ¥(x) + 6TAY(x). (523)

Szimmetriatranszformécié esetén S[¥'] = S[¥].
Moédositsuk a fenti transzformaciot gy, hogy d7-t helyfiiggévé tessziik! Ekkor tehat

00 (z) = o7(x) AT (x). (524)
Az {gy kapott transzforméciéra kétféleképpen nézhetiink rd. Egyrészt ¥(z) infinitezimdlis valtozas

rendben) nem véltozik, igy minden transzformdciéra igaz, hogy

08

= =0 (525)

Yo

ahol ¥y a mozgasegyenlet megoldésa.

Mésrészt felirhatjuk a hatds vdltozését. Tudjuk azonban azt is, hogy ha d7(x) — d7 helyfiiggetlen
lenne, akkor a hatds nem véltozna (szimmetria!). Emiatt 0S5 ardnyos lesz d7 derivéltjaival. Parciélis
integralasokkal azonban minden d7-ra haté derivalt atharithaté az egyiitthatdjara, mig végil az els6é
derivalt marad

58 = — / e KH (2)9,07(x) = / 20, K" (2)57 (). (526)
Ezt osszevetve (525) egyenlettel:
95 g Kki@) = a.k@)| =0 (527)
57(z) =Y r 3 € . =Y,

vagyis K* megmaradd dram.
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A.5 Energia-impulzus tenzor

Specidlis példaként tekintsiik a térid6 eltoldasokat: =z — x + a, ahol a =const, valamint Ry = 1. Mezdre
hatva U'(z +a) =¥(z) = V'(z)=T(x—a).
Mikor szimmetria? Ha S[¥] = S[U’]! Valasszuk az integréldsi valtozénak a’-t:

S[0] = / dha’ L (o), 0,0 (o), ') = / d'a LW (x),8,0(2), 2 + a). (528)

Ez akkor egyezik S[¥]-vel V W-re, ha £ nem flgg expliciten z-tél.
Mi a megmaradé mennyiség? Ehhez 2/ = x + a(x), és vizsgdljuk S[¥']-t:

11
S[0] = / dia’ LV ('), 8,0 (af), 2') = / 'z det ‘?)”; — L(W(2), 0,0(x)). (529)
Ehhez:
, oz”
A derivalt métrix 2" = z# 4 a#(z) illetve z# =~ 2" — a*(z’) alapjan:
oz ox” 5 9
o ob + 90,0 = Ervi 8 — 0ua” + O(a”). (531)
A determinanshoz
14 0pa®  Hhal
doa'  1+01ah = (14 90a%) (14 dral) ... + O(a?) = 1 + dua’ + O(a?). (532)

Viégiil tehat

S’ = /d% (1 + 9,a")L(¥(x),0,¥(x) — 0,a”0, ¥ (x)) = S[¥] + /d4x [aﬂaﬂc — a,ba"ayq/a(g"ip) .
“w
(533)
Valéban csak da-tdl fiigg! A korabbiak alapjan a megmaradé aram
88 = [ d*z0,a"T", = T,, =0 \I,aic — gl = 0"T,, =0 (534)
m v nv v 8(5‘“\11) Guv pv )

vagyis minden p-re van egy megmaradd dram, ez az energia-impulzus tenzor. A fenti formaban nem minden
esetben garantalt a szimmetrikussaga, azonban minden esetben szimmetrikussa tehetd.

Energia Energia = idGeltolds generatora = az idGeltoldsra megmarad6 mennyiség, emiatt
E= /d3x Tt x) = /d3x5(t7x) = e(t,x) =T"(,x) (535)
az energiastiiriség. Bevezetve a kanonikusan konjugalt impulzust a szokdasos

or _ Tl(z) (536)

képlettel, az energiasaraség irhaté gy, mint
e=M0V L, (537)

ami teljesen analég a klasszikus mechanika képletével.
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Impulzus Impulzus = téreltolds generatora = a téreltolasra megmaradd mennyiség, ezzel
Pl = /d3xT0i(t,x) = /d3xp(t,x) = p=T"%=T9'V, (538)

ahol p az impulzusstriiség.

B Relativisztikus térelméletek

A természetben elofordulé térelméleteket leginkabb a szimmetridi korlatozzak. Mivel a térid6 Lorentz-
invarians, ezért a térelméletek is Lorentz-invarians alakiak kell legyenek.

B.1 Relativitaselmélet ismétlés

def.: M Minkowski tér 4 dimenzids valds vekortér, elemei az események. Koordindtdzds (megfigyeld) fel-
bontja térre és idére: = = (t,x) = z*.

A rajta értelmezett skaldris szorzat u - v = ugug — uv. Innen szdrmazé metrika |z|> = 22 = ¢? — x2.
def.: M-en értelmezett metrikus tenzor
10 0 0
Juv = 8 _01 E)l 8 = wu-v= Zu“ng” = ugv. (539)
00 0 -1 -

def.: M* duélis tér elemei v : M — R linedris leképzések. M"* is 4D vektortér, koordindtdzdskor elemeit
alsé indexxel jeloljik v,,.

def.: Einstein konvencié: alsé és felsé indexeket automatikusan szummazzuk: a#b, = > L @by
M* azonosithaté M-mel:
g:M—>M", v—9v, hogy U(z)=v-x VeeM = uq,=g,u", (540)

vagyis § = g, a metrikus tenzorral lehet azonositani M-et és M*-ot.
Inverz leképzés:

gl M= M, v, ot =g, = gt = oy (541)

Ha van egy linedris X : M — M leképzés, annak inverze is X' : M — M, transzpondltja X7 : M* —
M*, definici6 szerint

oMz = (MTv)x = o,Mta” = (M7 o,a” = (M7, = M» (542)

B.1.1 Szimmetria

A Minkowski tér szimmetridja olyan linedris A : M — M, ahol « — 2’ = Ax leképzés (Lorentz-transzformécid),
komponensekben

ot = A Y (543)
amely a skalar szorzatot békén hagyja:
uev =u-v Yu,veM, azaz uAT gAv = ugv. (544)
Ha ez igaz minden wu, v-re, akkor irhatjuk
ATgA =g vagy A7t =gATy. (545)
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Komponens jelolésben
NN G = oo NN, =088, (ATHE, = A0 (546)
A dudlis téren generalddé transzforméacié
¥ = gz’ = gAx = gAgx vagy T, =Nz, (547)

azaz az index g-vel val6 huzasaval konzisztens.

A Lorentz-trf-k paramétereinek szama: 4 x4-es valés méatrixban 16 szabad paraméter van, a fenti megkotés
egy szimmetrikus maéatrixot ad, ebben 10 paraméter van = 6 szabad valds paraméter van. Ebbdl 3
forgatas, 3 boost.

B.1.2 Példak Lorentz-transzformacidokra

A kovetkezd matrix
cosh n sinhn
sinhn coshn

o= O o
_ o O O

A= 0 0 (548)
0 0
Lorentz-transzformécid, mert (csak a 2 x 2-es részt kiirva)
10 cosh 7 sinh 10 coshn —sinh
T _ n n _ n nYy _ aA-1
9A" g = (O —1) (sinhn coshn) (O —1) o (—sinhn coshn ) =A (549)
Mint téridé transzformacié ez ugy hat, hogy
t"\ _ (coshn sinhn t\  [tcoshn+ zsinhny (550)
2’ )] \sinhncoshn )/ \z )~ \ xzcoshn+tsinhn )"

Fizikailag: K’ koordindtarendszer, amely a téridét (¢', 2') koordindtdkkal jellemzi, és K koordindtarendszer,

amelyben a koordindték (¢, x), a vildgot (azaz a fizikai térvényeket) ugyanolyannak latja. K’ koordindtarendszer

kozéppontjanak mozgasa K'-bol lefrva ' = 0, K-bol lefrva x = vt, ahol v a K’ rendszer sebessége K-hoz

képest. A fentiek miatt

/ . 1 . —v
2’ =0==xcoshn+tsinhn = x=—ttanhn=vt = tanhn= —v, coshn:ﬁ, smhn:ﬁ,
—v —v

(551)

A\/11_7<_10 _1”) (552)

Miésik specidlis példa a A = g, hiszen erre fennall gATg = ggg = g = A~'. Fizikailag ez t' = ¢, x' = —x
transzforméciot jelenti, azaz tértitkkrozés. Hasonléan A = —g az idGtiikrozés, szintén Lorentz-trf. Végiil
A =1 egységtrf és A = —1 térido tiukrozés is specidlis Lorentz-trf.

azaz

B.1.3 Csoport-szerkezet

A Lorentz-trf-k csoportot alkotnak jeldljiik £-lel. Bizonyitdshoz A = 1 Lorentz-trf, ha A € £, azaz gAT g =
A1, akkor inverzet véve g(A~1)Tg = A, azaz A~' € £. Ha Ay, Ay € L, akkor

g(A1A) g =gAsTggATg= AT IALT T = (A1As)T = AJAs EL. (553)
L 6 paraméteres folytonos csoport (Lie-csoport), azonban nem 6sszefiiggd. Ugyanis

det(ATgA) = —(det A)> =detg = -1 = detA = +1. (554)
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A +1 és —1 elemek nem kotheték folytonosan Ossze. Masrészt

goo = 1= NoAGg = (AD)? — (A)* = (AG)? =1+ (A%)? = [AG[>1, valamint [AT] > |A%)|
(555)
ismét a A% > 1 és a AY < —1 elemek nem kothetdk Gssze folytonosan.
A szétes részeket LP-val jeldljiik, ahol o = sgndet A, és 3 = sgn AY. Ha Ay € L1 és Ay € L3252
akkor AjAy € Lo122:51062 Bizonyitashoz det AjAs = det Ay det Ao = ayas. Mésrészt,

IAD] = 1(A™H%] = [(A~)] = [AY) ‘
= sgn(A1A2)% = sgn [(A1)D(A2)% + (A1)%(A2)’s] = sgn(A1)h(A2)h = sgn(A1)S sen(A2)Sy = BFB)

Ezért £ valédi részcsoport.

B.1.4 Relativisztikus mechanika

Mechanika megfogalmazasdhoz a legkisebb hatas elvét tartjuk szem el6tt. Vizsgaljunk két rogzitett végpont
(x1 = (t1,%1) és 22 = (t2,%2)) kozott mozgd (dltaldnositott) tomegpontot. Felvesziink egy tetszdleges palyét
a két végpont kozott: x = ¢(t). Ehhez hozzdsrendeliink egy skalar fiiggvényt S[q;x1, z2], mely a pilya
funkciondlja. Fizikai mozgdsra a legkisebb hatds elve szerint S[q] minimélis.

Redlis (kauzalis) fizikai rendszerekre 3L(q(t), ¢(t),t) Lagrange-fliggvény, hogy

Sl 1, 3] = / dt L(q(t). d() 1). (557)

Szimmetria: vagyliink R : M — M leképzést, amely ¢ — ¢’ = Ro(t) és x — R(x). Ezt kiterjeszthetjiik
a palydkra R[q](t') = R(q(t)) médon. Ez a leképzés szimmetridja a mechanikai rendszernek, ha barmely
pélyédra S[q] = S[R|[g]]. Ebbél kévetkezik, hogy ha ¢(t) megvalésulé mozgést ir le, akkor R[g](t) is megvaldsuld
pélya. Példa: centralis er6térben egy pélya elforgatottja ugyanazt a hatdsfiiggvényt adja (szimmetria), ezért
az elforgatott megoldas tovdbbra is megoldas marad. Az eltolt megoldédsra ez nem igaz.

Fizikai elv: wvalddi fizikai rendszerekben nem lehet tobb kiils6 struktira, mint a tériddben magaban
= a fizikai rendszereknek szimmetridja lesz a téridé szimmetridja. Relativitdselméletre: minden valédi
fizikai rendszer Lorentz-invaridns kell legyen, azaz S[q] = S[Aq] igaz kell maradjon. Szabad tomegpontra ez
lénygében lerogziti a hatasfliggvény lehetséges alakjat: aranyos a palya ivhosszaval:

Stal = =m [ dslal = —m [ de /102, (558)

ahol v; = ¢;. Az impulzus
oL muv;
_ - 559
Mo T Ve (559

A mechanikdra megfogalmazott elvek, kis médositasokkal, atvihetOk a kvantumtérelméleti rendszerekre.

B.2 Lorentz-csoport abrazolasa mezokon

Mezokon a transzforméciok kiils6 és belso részre bomlanak. Legyen W : M — V| ekkor AV : M — V| ahol
(AW)(z) = D(A)W(A™ ). (560)

El fogjuk varni a hatastol, hogy ez a transzformécié szimmetria legyen, azaz
S[AT] = S[P]. (561)
Mivel két Lorentz-transzformécié egymaéas utdn hattatva is Lorentz transzformaciot ad AjAs = Ag, ezért

(A1A20)(z) = D(A1A2)W((Ar1Ag)~'a) = (A3 W) () = D(A3) U (Az '), (562)
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azaz

D(A1Az2) = D(A3), (563)

a D leképzés a Lorenzt-csoport dbrazolasat adja.
A Lorentz-csoportnak két dbrézoldsa viszonylag magatol értet6ds: amikor V.= R, ekkor D = 1. Ez a
skalar abrazolas, a megfelel6 mez6 a skaldrmezd

®: M- R (564)

Az ebbdl képezhetd invaridnsok ® hatvanyai, valamint a 0, derivaltakbdl mint négyesvektorokbdl képzett
invaridns kombindcidk. Kvadratikus szintig a tér két lehetségiink van (teljes divergencidkat nem szamitva):
2 és (6M<I>)2. Ezek tetszoleges egyiitthatéval szerepelhetnek a Lagrange fiiggvényben. A tér normaldsaval
az egyik egyiitthato egységnyivé tehetO, azaz a legaltalanosabb Lagrange-fiiggvény:

1 2
L=-(0,0)?— 92 (565)
2 2

A miésik abrazolds a definidlé abrazolds, amikor V' = M (legalabbis izomorf, azaz V' ~ R%), akkor
D(A) = A. Ez adja a (négyes)vektor mezdt; komponensekben:

A" M — R (566)

Erre késobb még visszatériink.

Ezen feliil, csakigy, mint a 3D forgatasok esetében, vannak spinorabrézolasok. Ennek megkonstrudlasa
a forgasok spinordbarzolasdnak kidolgozasdval analég. Az alaptér a 2 x 2-es hermitikus métrixok tere lesz,
jeloljiik ezt Ho-vel. Ez négy dimenzids, bazisnak vehetjiik a

10 01 0—i 10
"0_<01>’ ”1_<10)7 “2_<z' é) ”3_<0—1)’ (567)

azaz a Pauli-métrixok (i = 1,2, 3) mellé bevessziik az egységmadtrixot. Mivel a Minkowsi-tér is négy dimenzid,
létezik a két tér kozott egy bijekcid

u u 20+ 23 b —iax?
= ato, =

xt +ix? 2% —a?

(568)
Mivel Tro,0, = 20,,, igy a forditott relacié h — % Tr ho,. Ennek a bijekciénak érdekes tulajdonsdga, hogy
det(z#0,) = 2%, a négyes-hossz.

Ha a Lorentz-csoport M-en hatni tudott, a bijekcié segitségével atvihetjiik Hs-re is a hatasat. Egy
altalanos linearis transzformacié Hy-n frhaté dgy, mint h — LhR, ahol L és R tetszéleges 2 x 2-es matrixok.
Ha hermitikusbél hermitikus matrixba kell képezziink, akkor R = L':

h s LhL'. (569)

A Lorentz-transzformacidok hossztarté leképzések, azaz ha z' = Az, akkor z’ 2= 22 A bijekcié utan

det b/ = | det L|? det h. Mivel egy fazisfaktor eltérés ugyanazt a transzformaciét adja h-n, ezért valaszthatjuk
det L = 1-et. Vagyis a Lorentz-transzforméciok megfelelnek olyan leképzésnek, ahol L 2 x 2-es (in-
vertdlhatd), egységnyi determindnsd matrixok. Az N x N-es komplex métrixok csoportja L(N,C), az
egységnyi determindns jele S (special), azaz a Lorentz-csoport izomorf az SL(2, C)-vel. A bijekci lehet&séget
ad arra, hogy a fenti L-bdl kitaldljuk a Lorentz-transzformaciot:

1
W =a"o,=AN12"0,=LhL' =2"Lo, LT = A¥ = 5T Lo,Lio,. (570)
Egy 2 x 2 métrix paraméterezéséhez vélaszthatjuk e~z (wutivu)o, alakot, ami megfelel a matrix loga-

ritmusa kifejtésének a o, bazisban. Ha az egységnyi determindns feltételét is teljesiteni akarjuk, akkor
Trin L = Indet L = 0 miatt Tro, = 0 kell, azaz maradnak a Pauli-matrixok. Vagyis

L = e 3Wwitiui)os, (571)
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Fizikailag w; a harom forgatast jelenti. Ezt lathatjuk onnan, hogy ha kihagyjuk a nulladik komponenst,
minden ugyanigy végigvihetd, csak SL(2,C) helyett SU(2) lesz a transzformacié. Az wu;-k nem unitér
leképzést valdsitanak meg: ez a boost hatdsara egymasba alakul6 negyesvektorok transzformaciojara jellemzo.
Vagyis u; jellemzi a boost-ot.

Ez a fenti L természetes médon hat a 2D-6s komplex vektorokon. Tulajdonképpen egy L-bél kétfajta
abrazolas is adodik. Altalébam ha V egy &brazolas, akkor

v, v, yT-t it (572)
mind dbrézoldsok. Most LT ~1 és L unitér ekvivalensek az egységnyi determindns miatt:
Eij det L = 5i’j’Lii/ij’ = (iE)LiLii/(ig)i/j’L]j‘:j = 5kj = LT71 = (i&)TL(ié‘), (573)

hiszen (ie)t = (ie) ™! = (ie), unitér matrix. gy két vélasztasunk van: L vagy LT~!. Ez a két dbrdzolas két
C? téren hat: vélasszunk ¥y és Uy € C? vektorokat, ezekre

Uy = LUg, v, =LT71w,. (574)
Ezek a Weyl-spinorok. A két transzformacié viszonya:

LT—l _ e—%(wi—iui)ai - I

Wi Wiy Ui —>— U * (575)
Ez pontosan a tértiikrozés hatasa: tehdt P tértiikkrozés olyan kell legyen, hogy
PLP=L'""' = PO, =0k, PUz=17,. (576)

Ha tehat a tértiikrozést is abrazolni akarjuk, akkor a W; és Wy terek egyiittesét kell kezelni. Ezek a

bispinorok:
(Y (01
() e (0h). -

Valéjaban a fenti alak a Weyl-reprezentacid, a Dirac altal eredetileg javasolt alak ennek unitér transz-
formaéltja.
Hogy egy invaridns Lagrange-fiiggvényt tudjunk felépiteni nézziikk meg, eloszor a kovetkezo kifejezést
nézziikk meg
(UrW) = UL L1, = UL, (578)

azaz el6 tudtunk allitani egy Lorentz-invaridns kombindciét. Hasonléan W} W is invaridns.
Nézziik most meg, mi lesz LTO'/LL. Mivel ez is egy hermitikus matrix, kifejthet6 a o,-k bazisdban

L'o,L=fno, = fu= %LTO’#LO’V = AX,. (579)
Ez azt mutatja, hogy * = o, négyesvektor-operator:
La"LT = A*G". (580)
Masrészt —b61 kovetkezben
Lo,L'=Ao, = L'o, L7 =AVo,. (581)
Vagyis azt irhatjuk, hogy
(Uha"UR) = WHLIGH LU R = AX UhG" Vg,

(W30, 0L) =V L o, (L )W = AU 0,0, (582)

vagyis ezek a kombinaciék négyesvektorok. Négyesvektorok Osszeejtése mésik négyesvektorral skalart ad;
példaul
U5"i0,Vr, U700, ¥y, (583)
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invaridnsok, azaz a Lagrange-fliggvény részét képezhetik.
Szokéas bevezetni a Dirac-matrixokat és a Dirac-adjungaltat

_ 0 gh 01 . 0 o
\I/:\I;T,YO’ ,y#:<0_u 0) = 70:(10>:P’ Y :(—U,LO) (584)

Ezekre igaz (Clifford-algebra)
{77} =2¢"". (585)

Ilyen médon a L-R szimmetrikus, azaz tértiikrozés-invarians Lagrange-fiiggvény tgy irhatd, mint
L=UidU —mTT, (586)

a Dirac-féle Lagrange-fiiggvény (valéjaban két egylitthatét vezethettiink volna be, de a terek normalasaval
az egyiket 1-nek vdlaszthatjuk). Az ebbél szdrmazd mozgdsegyenlet a

oL oL
" 90, 0 53 (id —m)¥, (587)

a Dirac-egyenlet.

C Megjegyzések

CN-en hat6 véges unitér csoport neve U(N), ennek n = N? generatora van. Specidlisan megkovetelve a
det U = 1 feltételt kapjuk az SU(N) csoportokat, N? — 1 generatorral. Ez esetben

0=IndetU =TrInU = —i¢c, *tT, = TrT,=0. (588)

N x N-es métrixok esetén a spurtalan hermitikus matrixok szdma N2 — 1, pont megfeleld.
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