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1 Bevezetés

A speci téméja a véges hémérsékletli és nemegyensilyi kvantumtérelméletek vizsgalata.
El6szoris néhany konyv, illetve cikk, amely hasznos lehet:

e M. Le Bellac, Thermal Field Theory (Cambridge University Press, 1996)

e J.I. Kapusta and C. Gale, Finite-temperature Field Theory, Principles and Applications (Cambridge
University Press 2006)

e N.P. Landsmann and Ch.G. van Weert, Real - and imaginary-time field theory at finite temperature and
density, Phys. Rep. 145 (1987) 141-249.

e 1. Montvay, G. Miinster, Quantum Fields on a Lattice (Cambridge Univ. Press 1994.)

Ezutén réviden tekintsiik at azokat az eszkozoket, amelyeket hasznédlni fogunk. Ahogyan a cim is sejteti,
térelméletekkel fogunk foglalkozni. Ennek f6 oka az, hogy relativisztikus, kauzélis elméleteknél nem engedhetiink
meg tavolhatast, legalabbis igen bonyolult lenne ennek megfogalmazasa. Két tavoli test egymasra hatdsa ekkor
— mint ezt az elektrodinamikaban is lattuk — csak tgy képzelhetd el, hogy az egyik test lokdlisan létrehoz
egy mez6t (teret), ez valamilyen dinamikdval kiterjed, és végil a mésik test megérzi a hatdsit valamilyen erd
forméjaban.

def.: Mezd: A : M — V, valamely alaptérrél (lehet a 3D tér vagy a Minkowski-tér) valamilyen vektortérbe
képez§ fuiggvény; valamely alkalmas koordindtdzdssal komponensei: A,(z) = A, (t, x).

A vektortér belso szertkezetét jellemz6é mennyiségek lehetnek a spin ill. Lorentz-index, szin, iz, stb. Megtehetjiik
azt is, hogy kiilon kiemeljiik a (legfontosabb) idéargumentumot, és a mezét A;(t) médon jeloljik (multi-indez),
ahol most az indexbe beleértjiik a térargumentumot is. Jelolésként fogadjuk el, hogy ismétléd6 indexpérra
(hacsak expliciten nincs megadva) Osszegzést végziink el.

A mez6k, barmely kiilonbozének tlnjenek is, végiilis csak egy altalanositott mechanikai rendszernek
tekinthetok. Ehhez osszuk fel a teret kis celldkra, a racsallanddval, kozéppontjukat jelolje x,,, és vesszik a
cella kozéppontjdnak értékét: A, (t,x,). A multi-index jelolésben ez a magéatol értet6dé A;(t) jeloléssel, ahol



most az i index diszkrét értékeket vesz fel. Ezzel egy véges sok szabadsdgi foku rendszert kapunk, amelyet a
mechanika elvei szerint épitiink fel.

A mez6k (terek) lefrdsdra a Lagrange formalizmust fogjuk haszndlni. Ennek oka az, hogy a relativitdselmélet
Osszekoti a teret az iddvel, vagyis olyan formalizmus lesz a legmegfelelébb, ahol ez a szimmetria fennall. Eloszor
tekintsiik at a térelméletek Lagrange formalizmusat.

1.1 Klasszikus térelmélet Lagrange formalizmusa

Klasszikus mechanikdban egy rendszer leirasara alkalmazhtajuk a Lagrange formalizmust. Ekkor dltaldnositott
g; koordindtdkat vezetiink be, ezek idéfejlédésiik sordn valamilyen palydt kovetnek g¢;(¢). A megvaldsulé pdlya
kiszadmitdsét varidcids elvvel végezhetjiik el. Ehhez megadjuk a palydkhoz tartozé hatds-funkcionalt S[g], ennek

......
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50 =0, a(to) = 4\, ai(ty) = ¢V 1)

fizikai mozg.

A kauzalitas fenntartdsa érdekében a hatds-funkcionalt idében lokalis hatasok integraljaként irjuk fel, amely
csak a palyatol és annak elsé idoderivaltjatol fiigg

t1

Sla) = / dt L(d(t), a(1)), @)

to
L neve Lagrange-fiiggvény. A hatds szélséértékének kévetelménye a Lagrange-fiiggvényre ¢ — g + dgq
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55*/dt [L(¢+dq,q + 6q) — L(4,q)] */dt {5q6(j+5q8q] /dt&J{ dt Dg + aq] =0, (3)

to to 0

ahol az utols6 egyenletnél felhasznéaltuk, hogy dg = 0 a végpontokban. Mivel ez minden varidciéra igaz, igy

kapjuk a
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Euler-Lagrange egyenletet.
A Lagrange-fiiggvény ¢; szerinti Legendre-transzformaciojaval kapjuk a Hamilton-fliggvényt:

0L
9q;’

Di H(p,q) = pi¢i — L(4,q), (5)

ahol a jobb oldalon ¢;(p, ¢) médon kezelend6. A Hamilton-fliggvénybél a mozgasegyenletek:

8H_._ aH_(’)L_ .
Op; - & 0¢; B 0¢; -

(6)

A Hamilton- és Lagrange formalizmus egymassal egyenértékii.

Térelméletek targyaldsandal a fentihez hasonléan altaldnositott koordinatakkal felirt Lagrange-fliggvényeket
tekintiink, most tehat ¢; — A; (az egyszeriiség kedvéért most elhagyjuk a bels térhez tartozé indexeket). Ezzel
L(A, At) figgvény, ahol i = 1... N. Lokélisnak nevezziik a sok szabadsdgi foku rendszert, ha A; csak a térbeli
szomszédaival hat koleson, vagyis a Lagrange-fliggvény felirhaté mint

(i,5) i

ahol (i, j) = szomszédok, és i > j (hogy ne szdmoljunk dupldn). Ha i, j térbeli celldkat jelol, mint el6bb, akkor
irhatjuk a térbeli felosztast finomitva
Aj — AZ = aVAi + 0(8.2). (8)



A magasabbrendii tagokat elhagyva frhatd Lo(A;, VA, t). A teljes Lagrange-fiiggvény tehdt
L= Li(0,Ai,Ast) (9)

alakba frhatd, ahol Osszefoglalé jeloléssel bevezetjok a négyes derivaltat: 9, = (0, V). Ez természetesen
nem jelent még automatikusan relativisztikus invariancidt! Azonban a relativitaselméletet szem el6tt tartva
bevezetjiik az alsé- és fels6 indexes mennyiségeket, melyek koézétt g, = ¢"” = diag(l, —1,—1,—1) metrikus
tenzor visz at.

A felosztés finomitaséval a szummék integralokka frhaték at: ) . F; esetében bevezetjik az F(x) = F;, x €
0V 1épcesofiggvényt, amelyre

1 5 [ o P
zi:Fz—(sV/d xF(x):/d xF(x) = F(x)—é%}rﬂo % (10)
stirfiség. Igy lokélis térelméleteket jellemzd Lagrange-fiiggvény felirhaté mint
L= /d3x£(A(t,x),8HA(t,x),t,x) (11)

Lagrange siirtiség integralja = L csak elsd derivdltakat tartalmaz.
A hatds alakja

S— /dtL - /d“xﬁ(A(m),@MA(ac),x) (12)

t-ben és x-ben teljesen szimmetrikus alakba irhaté.
A mozgasegyenletekhez az Euler-Lagrange egyenletet hasznédljuk. Most azonban egyszer(ibb a legkisebb
hatds elvét direktben felirni:

5S[A] = /d% {L(@HA+0N5A,A+5A,3C) —£(8MA,A795)} z/d% [6Ai;§+8MAia(§fAi) _
oL oL
4
— ) _ 1
/dwéAZ L‘)Ai ik (13)

ahol az utolsé 1épésnél parcidlisan integraltunk, és eldobtuk a végtelenben fellépé feliileti tagokat. A hatés
szélsbértéke ott van, ahol A = 0 minden varidciéra. Ekkor az integralban dA egyiitthatdja el kell tiinjon

oL oL
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megegyezik a masik eredménnyel.

1.1.1 Szimmetria és megmaradas

Mig mechanikdban egy @ mennyiség megmaraddsa azt jelentette, hogy Q(t) = Q(0), egy o mezd esetén a
lokélis mennyiségek nem maradnak meg, mert mas helyre atmehetnek. Mégis megmaradasrol beszélhetiink
olyan értelemben, hogy egy tetszdleges V térfogatban

[y d3xo(t + dt,x) = [}, d*xo(t,x)+ (falon tavozd o).

Bevezetve j* = (p,j) jelolést, ahol j a g-hoz tartozé dram, V' — 0 limeszben a kovetkezé mérlegegyenlethez
jutunk:
0+Vj=0 = 9,"=0. (15)

Jj* neve megmaradé dram. A ténylegesen megmaradé mennyiség Q = [ dV j°, a teljes térre integrélva, hiszen

Q:/dV@ojO:f/dVdivj:% dFj =0, (16)



mert a végtelenben nincsenek aramok.
A Lagrange-formalizmus eréssége, hogy a szimmetridk jol kezelhet6k vele. Tekintsiink egy transzformaciét
a A mezén:

R(A)(x) = RA(R 'x). (17)

Egy transzformécié akkor szimmetria, ha a transzforméalt mez&hoz az eredetivel azonos hatédsfiiggvény tartozik:
S[A] = S[R(A)]. Ekkor a transzformdlt mez8 kortli varidciéra igaz

SSIR(A)] = S[R(A) + 6A] — S[R(A)] = S[R(A + 6A)] — S[R(A)] = S[A + 5A] — S[A] = 6884,  (18)

itt R(A + 6A) — R(A) = A médon vezettiik be §A-t. Ha tehdt A kielégitette a mozgdsegyenleteket, akkor
05 = 0, ekkor viszont dS[R(A)] = 0 is igaz, azaz R(A) is kielégiti a mozgédsegyenleteket. Vagyis a szimmetria
megvaldsuldé mozgédst megvaldsulé mozgasba visz at.

Egy térelméleti rendszer relativisztikus invariancidja tehat azt koveteli meg, hogy a Lagrange-fiiggvény
relativisztikusan invaridans legyen. Praktikusan ez azt jelenti, hogy minden négyesvektor csak egy masik
négyesvektorral Osszeejtve szerepelhet L-ben.

Tétel: (Noether-tétel) Minden folytonos szimmetridhoz tartozik egy megmaradé dram.

Bizonyitas.: Jeloljiikk a folytonos transzforméciét R,-val. Ry = 1 az egységtranszformacié legyen. In-
finitezimadlis transzforméciondl (Rs,) a véltozés linedris d7-ban. Ezért a mez8kon hatva felirhaté:

Rsr+ A(z) = A'(z) = A(z) + 6A(x) = A(z) + 0TAA(2). (19)

......

(elsé rendben) nem valtozik, igy minden transzforméciéra igaz, hogy

)

orT Ao
ahol Ay a mozgasegyenlet megolddsa.
Most vegyiink szimmetriatranszforméciét. Erre S[A’] = S[A], {gy a fenti egyenléség nemcsak a
mozgasegyenlet megoldasa mentén, hanem mindenhol igaz. Vegyilink azonban olyan transzformaciot,
amelyet a szimmetriatranszformaciébdl kapunk tdgy, hogy 07-t helyfiiggévé tessziik! = 0A(z) =

o0T(z)AA(x).

Erre véltozni fog a hatds, azonban azt is tudjuk, hogy ha 67(x) — d7 homogén limeszben a véltozas
eltiinik. Emiatt 05 ardnyos lesz d7 derivéltjaival. Parcidlis integralasokkal azonban minden §7-ra haté
derivalt atharithato az egyiitthatéjara, mig végil az els6 derivalt marad

08 = 7/d4mK“(x)8#(57(x) = /d4x8MK”(w)5T(:E). (21)
Ezt 6sszevetve (20]) egyenlettel:

=0, (22)

vagyis K* megmaradd aram.

1.1.2 Energia-impulzus tenzor

Specialis példaként tekintsiik a térido eltolasokat: x — x + a, ahol a =const, valamint Ry = 1. Mezdre hatva
A(r+a)=Ax) = A(z)=A(zx-a).
Mikor szimmetria? Ha S[A] = S[A']! Vilasszuk az integraldsi valtozénak x’-t:

S[A] = /d4z’£(A’(z’),3LA'($'),:1:’) = /d4x L(A(z),0,A(z),z + a). (23)



Ez akkor egyezik S[®]-vel V ®-re, ha £ nem fiigg expliciten z-t6l.
Mi a megmaradé mennyiség? Ehhez 2’ = z + a(x), és vizsgaljuk S[A]-t:

R
S[A'] = /d4x’£(A'(x'),8LA’(;E’),;U’) = /d4x det 8;1/ L(A(z),0,A(z)). (24)
i
Ehhez:
, oz”
0, A(z) = W&,A(m). (25)
A derivalt métrix z’'* = z# 4 a*(z) illetve z# =~ 2" — a*(2’) alapjan:
oz ox” Y 5
S o+ 0,0 = P 08 — 0,a” + O(a®). (26)
A determinanshoz
1+ 80a0 (91&0
dal 1+ 0ial = (14 8pa®)(1 + 01a')--- + O(a®) = 1+ 9,a* + O(a?). (27)
Mésik mddszer szerint hasznaljuk Indet A = Trln A, valamint a In(1 + z) = x + ... Osszefiiggéseket, ezzel

det(1+A) =expTrin(l + A) = expTr A + O(A?) = 1+ Tr A + O(A?), ez természetesen ugyanez az eredmény.
Végiil tehdt

S[A] = /d4:£ (14 0ua*)L(A(x), 0 A(z) — Oua” 0, A(x)) = S[A] + /d4m {@La“ﬁ - 5‘#a”81,A8(g£A) . (28)
”w
Valéban csak da-t6l fligg! A korabbiak alapjan a megmarad6 dram
oL
_ 4 v _ _ _
08 = /d x@ua TN;, = TNV = 3,,Am g#,,[, = 8NTMV = 0, (29)

vagyis minden p-re van egy megmaradd dram = energia-impulzus tenzor. Relativisztikusan invaridns
elméletekben szimmetrikussa teheto.
Most a megmaradé mennyiségeket energianak illetve impulzusnak hivjuk:

E= / dx TP (t,x), P’ = / d>x T%(t,x). (30)
Az impulzus alternativ alakja, felhasznalva, hogy a kanonikusan konjugalt impulzus mez&
? =Mz) = P'= /d?’xl_[(x)aiA(x). (31)
0A(x)

1.2 Kvantummechanika
A kvantummechanikdban a rendszer allapotat egy H komplex Hilbert tér egy normélhaté eleme |¢) € H adja
meg. Szokdsosan a norma 1, azaz (¥|¢)) = 1. A H — H operdtorok kozott két csoport jelentds:
1.2.1 Hermitikus operatorok
Hermitikus operatorokra HT = H. Ezek jobb és bal oldali sajatvektora megegyezik, sajatértékeik valésak:
H |h;) = h; [hi), hi = hi. (32)

Hermitikus operatorok egy mérést, més széval megfigyelheté mennyiségeket reprezentdlnak, ekkor sajatértékeik
a megfigyelhetd mennyiség mérésének eredményét jelentik. Ha a rendszer allapota [¢), akkor a h; mérési
eredmény megvalésulasdnak valészintisége | (hi|1) |2. A mérés eredményének vérhaté értéke

() = 3 bl () [2 = (0 [H| ). (33)



A mérés utan a rendszer a mért sajatallapotba keriil.
Amennyiben t6bb fliggetlen rendszer méréseit akarjuk atlagolni, esetleg idoatlagot akarunk képezni, akkor az
eredmény mar nem irhaté fel a fenti alakban. Ezért érdemesebb bevezetni a ¢ slirtiségmatrix fogalmat, amivel

(Hy=TrpH, (1)=1=Trp (34)

Egyetlen kvantumallapot esetén ¢ = |[¢) (¢|. A linearitds miatt tobb fliggetlen részrendszerre valé Gsszegzés a
0-k Osszegzését jelenti, vagyis stabil alakot kapunk.

A Kklasszikus mechanikdhoz valé kapcsolathoz a klasszikus mérést, amelyet a mért értékkel reprezentalunk,
kicseréljiik a hozza tartozé mérési utasitdssal, amelyet az operator reprezental. Fontos operator kvantum-
mechanikdban a helymérés operétora g, amelynek folytonos spektruma van. Ezzel tudunk pontot (témegpontot)
értelmezni, és palyarol beszélni.

Altaldnos elv, hogy a megfigyelhet6 mennyiségek ¢ és p-vel valé kifejezése meg kell egyezzen a klasszikus
képlettel, azonban rendezési bizonytalansagok lehetnek.

Specialis szerepet t0lt be a hely ¢ és impulzus p operatora. Ezek folytonos spektrummal rendelkeznek,
azonban egyszerre nem mérheték: ApAx > h. Operatorokra megfogalmazva

[G,p] = i. (35)

Ezek az operatorok “bazist” képeznek a fizikai megfigyelheté operdtorok kozott, azaz minden megfigyelhetd
mennyiség ¢ és p hermitikus fliggvénye. Ekkor a fenti kvantdlasi feltétel rogziti barmely két megfigyelhetd
mennyiség kommutdtorat.

1.2.2 Unitér operatorok

A rendszer édllapotdnak megvaltoztatdsit kétféle médon irhatjuk le. Schrédinger képben az éllapotot tran-
szforméljuk |¢') = U |¢)) linedris operator. Ennek egységnyi normdji elemet egységnyi norméji elembe kell
képeznie, igy UTU = 1, azaz U unitér operator kell legyen. A Heisenberg képben az allapot marad, viszont az
operatorokat transzformaljuk. A varhato érték valtozatlansaga érdekében

(sfo) =

Fontos speciélis esetet jelentenek azok az operdtorok, amelyek egy (vagy tébb) folytonos paramétertél
fiiggnek U()), és csoportot alkotnak. Egy paraméteres csoport pl. az éllapot eltoldsa, vagy adott tengely
koriili elforgatdsa, tobb paraméteres csoport az altaldnos forgatds. A csoport tulajdonsdg azt jelenti, hogy
¥ A1, A2 paraméterre I3 paraméter, hogy U(A)U(A2) = U(A3). A standard paraméterezés:

UN) = e T, (37)

O’ n’> - <¢ ’UTOU‘ n> -~ O =Utou (36)

Infinitezimalis trf. hatdsdra a hullamfiiggvény ill. az operdtorok trf-ja:
dl) = —iT|p)ydr,  illetve  dO =i[T,O)dA. (38)

Az infinitezimalis generdtor, mivel hermitikus operator, fizikai megfigyelheté mennyiséget reprezental. Az
egy paraméteres csoportok hatasara ennek az operatornak a transzformacioja:

T\) =U'NTUN) = T Te™ > = T. (39)
Azaz T megmarad a transzformécié soran. Ezzel a kovetkezd fontos Gsszefliggésre mutattunk ra:
trf. generatora = trf. sordn megmaradé mennyiség.

Az idé-eltoldas példdja az egy paraméteres transzforméacidknak. Ekkor JH az infinitezimalis idé-eltolds

generatora, ezzel U(t) = e~ a véges idSeltolds operdtora. Az allapotok transzformécidja
() =UM) ) =e ) = i |¢)=HIv), (40)
ez a Schrodinger egyenlet. Az operatorokra érvényes egyenlet
O@t) = e O(0)e ™t = 9,0 =i[H,O]. (41)

A generdtor, H idé-fliggetlen. Ezt definidljuk energidnak.



def.: Energia az idéeltolds generdtora (és egyben az idéeltolds sordan megmaradé mennyiség).

A tér-eltolds a hullamfiiggvények szintjén ¢’ (x) = ¥ (x — dx) transzforméciot jelent. A helymérés operdtora a
(136) képlet alapjan tehét dg = dxl médon véltozik meg. Masrészt a helyeltolds generdtorat p-vel jelolve kapjuk
(138) alapjédn:

dg =ilp,qlde =dz = [q,p] =1. (42)

A tér-eltolds generatora tehat az impulzus; egy bonyolult elméletnél, ahol nem tudjuk, mi az impulzus:

def.: Az impulzus a tér-eltolds generdtora (és egyben az eltolds sordn megmaradd mennyiség).

1.2.3 Térelméletek kvantaldsa

Léttuk: diszkretizédlt térelmélet = sok szabadsédgi foku mechanikai rendszer, ahol A(t,x;) — ¢;(t) és II(¢,x;) =
p;i(t). Mechanikai rendszer kvantdldsakor ¢ — ¢ és p — p operdtorok lettek = Térelméletnél A(t,x) —
A(t,x) operétor.

Léttuk: kvantummechanikai rendszer kvantdldsa onnan jon, hogy az impulzus (= tér-eltolds invariancia
esetén a megmarad6 mennyiség) generdlja a tér-eltolast. A tér-operator §; megvéltozdsa tér-eltolds hatdséra
6G; = dxl, aranyos az egységmatrixxal. Ezért, ha az impulzus éppen a kanonikusan konjugalt impulzus, akkor
[gi, ps] = idi;1.

Térelméleteknél ugyanigy megkoveteljiik, hogy az impulzus (= tér-eltolds invariancia esetén a megmaradé
mennyiség) generalja a tér-eltoldst. Az impulzus kifejezése képletbél jon. Masrészt infinitezimalis tér-eltolds
hatésdra (figyeljlink az alsé és fels6 indexek hasznalataral)

A'(t,x) = A(t,x — dx) = A(t,x) — dz;0'A(t,x) +... = 0A=—dz;0'At,x). (43)

Ezt generdlja az impulzus, vagyis P; generalja a dx; eltolast. A képlet alapjan
SA(t,x) = —dx;0°A(t,x) = i[Pi(t), A(t,x)|dz; = —i /d3y [TI(t, y)0'A(t,y), A(t, x)]|dz;, (44)

a negativ eldjel az index felhtuzdsabdl jon.
Ezt két konzisztens kvantalas tudja teljesiteni. Mivel

A[B,C] + A, C)B, ha a = —1

[AB,C] = ABC — CAB = A(BC + aCB) — (a«AC + CA)B = {A{B,C’} _{A,C}B, hao =1, (45)
Ezért lehetséges kommutatorral vagy antikommutatorral kvantalni:
[A(t,x) II(t,y)] =id(x —y),  [Alt,x),At,y)] =0,  vagy
{A(t,x), I(t,y)} =ib(x—y),  {A(t,x),At,y)} =0. (46)

Az el6bbieket nevezziik bozonoknak, az utébbiakat fermionoknak. Fontos, hogy a kvantalds egy idejii
operatorokra vonatkozik.

Az id6fejlédést az infinitezimalis ido-eltolas generatoraval allithatjuk eld, ez a Hamilton-operator. Ettél
elvarjuk, hogy megegyezzen az idé-eltolds sordn el6alld megmaradé mennyiséggel, vagyis E = [d*xT% en-
ergiaval.

2 A kezdeti érték probléma

Ennek a jegyzetnek a f6 célja az, hogy ki tudjuk szdmolni egy altalanos operdtor altaldnos kezdeti feltételekkel
megadott varhaté értékét, illetve hogy lassuk, milyen jelenségek illetve nehézségek bukkannak fel az ilyen
szamolasokban.



2.1 Idofejleszt6 operator palyaintegral reprezentacioja
A formalizmust pélyaintegrallal fogjuk megfogalmazni. Kezdjiik azzal, hogy az idéfejleszt6 operdtort reprezen-

taljuk palyaintegrallal. Ehhez felirjuk:

N

e—iH(tl—to) _ H e—iHAt’ At — tl ];to. (47)

n=1

Az egyes operatorok kozé teljes rendszereket szirunk be. Ezeket gy vélasszuk meg, hogy azokon az elemi
mez6k, A;-k diagonalisan hassanak. Bozonikus mezék esetén, mivel azok adott idéargumentumra kommutalnak,
ez egyszerlien lehet a kozos sajatfiiggvényrendszeriik:

[©,(8), 2m(H)] =0 = $n(t)]8) = ¢ |9), (48)

ezek teljes rendszert alkotnak, azaz

[ @l=1 = vio) 1) = [dova@)le),  ¥a(o) = (@l0). (49)
A kanonikusan konjugdlt impulzussal kvantédlva az elméletet
. . . . .9
[Dn(), 1110 ()] = i0nm = In(t) = _Z5¢m(t)’ (50)
ami azt jelenti,
B L 0¥a(0) .0
M, 10) = [0 ()22 10) = (Gl = —ig i (619). 61)
Emiatt a II,-ek kozos sajatfiiggvényrendszerére (|II)), elhagyva az n indexet:
. 5 ‘
(G = T {G|IT) = —izz (Gl = (gIT) = ™. (52)

Ezt felhaszndlva:

N
ol _ /d@o [ d®notL, [@n) (@nle™ A M) ... (Pofe™ HANTTy) (TTy|@y) (Py]e™ AT ) (11 |Do) (Bo| =

n=1
N
B /d<I>o H 4,011, ¢~ H(@N TN AtHi@NTIy =il @1 —iH (%1, 1) At+iTh &1 =L @ |G ) (G| =
n=1
ty
N . i [ dtL(®,IT)
= / A [ [ d®, 01, e=* 2naa H (@0 ) T 020l Al gy (@] = / DODII e |® ) (D] . (53)
n=1

ahol @, 11 — ®,, = Atd;®,, + O(At?), és

<‘b|€7iHAt|H> — (1 — At <(I<)(|I>H1_|Il;[>> <CI)|H> + O(AL‘Q) — e*iH(‘IZ',H)AH»i{)H, (54)

valamint [["_, d®,,811, = D®DIL

Fermionok esetén a kozos sajatfiiggvényrendszer csak gy érhet6 el, ha a sajatértékek nem a komplex
szamtestben vannak, hanem maguk is antikommutalé mennyiségek. Mas szdval az allapotok nem egy kom-
plex szamtestre, hanem egy Grassmann algebrara épiilé Hilbert-tér elemei.

A G Grassmann-algebra egy komplex asszociativ egységelemes algebra; vagyis olyan komplex vektortér, ahol
értelmezve van az elemek szorzata, és ez a szorzat disztributiv és asszociativ. Tehat g1, g2 € G elemekre ag; +
Bg2 € G, valamint g1 -go € G. Ezen felill az algebrdban van egy egységelem 1. A Grassmann-algebra generatorait



jeloljiik e;-vel: ezek azok az elemek, amelyek 6sszes lehetséges szorzatabdl és azok linearkombinacidjabdl mér az
Osszes elemet el6dll. Ezen generatorok szorzata a Grassmann-algebraban antikommutativ, azaz

€€ = —€5 €4 (55)

A Grassmann-algebra eredetileg a kiilsé szorzatok algebrédjat szandékozott leirni, de kideriilt, hogy a fermionok
palyaintegraljara is remekiil alkalmazhato.

Ennek érdekében kibGvitjiik a szokasos Hilbert-tér fogalmat. A Hilbert-tér eredetileg egy olyan komplex
vektortér, ahol értelezett a skaldrszorzat. A mi esetiinkben a vektortér elemeinek nemcsak komplex szdmokkal,
hanem Grassmann-elemekkel valé szorzatat is értelmezziik, azaz vi,ve € H és g1, g2 € G esetén gi1v1 + govo € H.
A skaldr szorzatot a vektortér bézisan értelmezve az algebra szorzési szabalyai szerint terjesztjik ki. Hogy a
Hilbert téren értelmezni lehessen a komplex konjugalédst is, ahhoz a Grassmann-algebran bevezetiink egy csillag
miveletet: e; — e].

Most mar meg tudjuk fogalmazni a fermion operatorok kozos sajatfiiggvény-rendszerét. Amit szeretnénk:

{\iln(t)v \i/m(t)} =0 = \iln(t) |¢> = n |1/J> ) UVnm = —Vmn. (56)

Ez azt jelenti, hogy minden W, operatorhoz kell egy Grassmann-algebra generdtort rendelni, és a sajatértékek
ezen generatorral ardnyosak. A szorzat antikommutativitdsinak kévetekzénye, hogy 12 = 0, valamint hogy
Yy mér kommutédl a tobbi elemmel (c-szdm). Mivel a U,,-ek mellett \TJIL operdtorok is léteznek, ezekhez
rendeljiik az e generdtorokat.

Tekintslink most egyetlen fermionikus operatort (azaz n = 1 lehet csak), ezekre vonatkozé antikommutéaciés
relaciok

(I, 0 =02=0, (U0} =@NH2=0, (U071 =1 (57)

A rendszeriink operatorkészlete 1, \i/, Ut és \i/T\il, mivel a magasabb hatvanyok mar nulldt adnak az antikom-
mutacios reldcié miatt, és YUt =1 9Ty,

Vegytiink egy dllapotot a C felett értelmezett Hilbert-térbél, |a)-t. Erre hatva P-vel vagy eleve nullat kapunk,
vagy egy olyan allapothot jutunk, amelyet mar eltiintet W

Wla)=18) = ¥|B)=0. (58)
Tehét létezik egy olyan éllapot (véakuumallapot) |0), amelyet W eltiintet. A vakuumra ¥i-rel hatva
wHoy =), 9Ty =0,  ¥[1)=0F(0) = —¥TF(0) + |0) = [0). (59)

Ezen feliil o o A
w0y =0, U1 =0T|0)=1). (60)

Vagyis a Hilbert-tér két dimenzids, béziséllapotai |0) és |1).
Az altaldnos Hilbert-tér allapot most Grassmann elemekkel vald szorzas és Gsszeadas utdan nyerhet6. Mivel
most egy teriink van és annak konjugdltja, a Grassmann-algebra generdtorai 1, e, e*.
Tekintsiik a kovetkezd Hilbert-tér elemet
— Bt — ¥ —
) = (1 +9W)[0) =e"" [0), P =1oe, toeC. (61)
Ezt a konstrukciét koherens allapotnak hivjuk. Ha erre hatunk 0 operatorral:
W jy) = @ 0T10) = v |0) = (1 + 9 T7) |0) = ¥ [0), (62)
vagyis ez NG sajatallapota, 1 sajatértékkel. Ezek skalarszorzata

(nl) = (0 )(1 i) +wxiﬁ)} 0) = (0 ]1 + n*wxiuiﬁ] 0) =1+n"% =", (63)

A sajatallapotok teljes rendszert kell alkossanak, amit gy irunk fel, hogy
/ dy*dpe™""V o) (] = 1, (64)
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ahol a Grassmann valtozok feletti integralt még definidlni kell. A fenti egyenlet szerint
(€le) =1+¢¢ = /dib*dibe*ww (Elv) (wig') = /dw*dw(l — YY)+ )L+ 7)) =
= [avrava v gv v ure +vwree v o). (65)
Ez csak akkor teljesiilhet tetszdleges &, £'-re, ha

/dm =0, /dw =1. (66)

A trace képzése a kovetkezé médon torténik:
Tr(...) = /duz*dwe*w*w (=] ... ). (67)

Ennek bizonyitdsdhoz az egy szabadsagi fok esetén lehetséges operdtorok trace-ét kell ellendrizni. Itt 1, ¥, i
és WU, trace-e sorra 2,0,0,1. A U és UT esetén ez nyilvanvalé. Az egységoperator trace:

1= [avtdve (~ole) = [ avrave 0 = [arau o) =2 (68)
rendben van. A UTU trace:
Tri— / dp*dipe " (—p| W) = — / dp* dipe 2" P = / i = 1, (69)

ez is kijott. A trace képzéséhez tehat “antiszimmetrikus” allapotokat kell venni, nem gy, mint a bozonikus
esetben, ahol a kezdeti és végs6 allapot megegyezett.
A fenti tulajdonsag onnan kovetkezik, hogy

Tr ) (&l = (=€[m) - (70)

Ennek bizonyitdsahoz felbontjuk a |n) ({| operdtort a bazis operdtoraink szerint. Felhaszndlva, hogy koherens
allapotokra

(NBlw) =v, () =X, () = 3y (71)
kovetkezik a . . .
Il =14+ + Uiy — (1+&n)Plo. (72)

A bazisopertatorok trace-ét felhasznalva kapjuk az allitdsban megfogalmazott Gsszefliggést.
Most mar készen allunk arra, hogy az id6fejleszté operator integral-reprezentacidjit megadjuk:

N
et = / [T devidupn e Zamovie ) (onele™ A ghn_y) .. (a]e ™ 4% apo ) (o] =
n=0

N
— / H A dip, e~ UNUNFYRNYN 1 —iH (YN N 1) A= —i H (7] o) At [N (o =

n=0

N
=/Hd1/)§id1/in et Z 0 [H O ) =i 00n | A= w0 |y N ()| =
n=0

t1
i [ dtL(d™ ) —pg o

= /D\IITD\II efo [Un) (Yol , (73)
ahol ¥, 11 — Vn = Oy At + O(At?), valamint
<w|€_iHAt|’L/),> — (1 _iAt <1?w}|1d|;p>/>> <¢|1/)/> + O(AtQ) _ e—iH(1b*,¢/)At+iw*w’ + O(AtQ), (74)
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és Hﬁ;l dipdip, = DUTDW. Ttt felhasznaltuk azt is, hogy II; = iWT, és ezzel képezheté a Hamilton-fiiggvénbsl
a Lagrange-fliggvény.

Mind a fermionikus, mind a bozonikus mez6k esetén tehdt analég formulakat kaptunk. A formuldk jelentése:
to idépontban induld, ¢, idépontba megérkezs, idében monoton haladé pélydkatra kell integralnunk az e*®
fazisfaktort. Az idébeli monotonitds azt jelenti, hogy ha t; > tg, akkor id6ben elére, ha t; < tg, akkor viszont
id6ben visszafelé haladé palydink vannak. Osszefoglalva frhatjuk

ty

, S,
eTtH(ti—t0) — / DIDIDY DWe o e ¥0%0 |yhn, By (1o, Dol . (75)

A megmaradé e 0% a y)g-lal felirt egységoperdtor-reprezentacié maradvanya (1. (64)). Szerepe, hogy a Pl-ok
osszecsatolasanal e~ Hte—iHt — ¢—iH({t+Y) joay Jegyen.
2.2 Operator varhaté értékek és CTP formalizmus

Miutdn megkaptuk az id6fejleszté operdtor reprezentaciéjat, felirhatjuk egy éaltalanos mnemlokalis

A(iy, ty;. .. 5 i, t,) operdtor varhaté értékét (itt i, multi-index). Az &ltaldnossidg megszoritdsa nélkiil felte-
hetjiik, hogy A(i1,t1;...;in,t,) az elemi mez8k polinomja, azaz
Az, .. xn) = Ag (t1) ... Ai (t,), (76)

ahol itt A jelenthet akar bozonikus, akér fermionikus mezdket. A kezdeti felételeket egy to-nal adott ¢ kezdeti
stirtiségmatrix segitségével irjuk le, amely normalt, azaz igaz, hogy Tro = 1. Vilasszuk tp-t minden %;-nél
korabbi id6pontnak, tg < t; i =1...n. A varhato érték a kovetkezo6 kifejezéssel adhatoé meg:

<A(x1, . ,xn)> = Tr pA(21, ..., 2n) = Tr 64y, (t1) ... As (t). (77)

Specidlis példdk a silirliségmétrixra a vdkuum-&allapot |0) (0|, illetve barmilyen tiszta dllapot |a){«|; vagy az
egyensilyt lefré statisztikus operdtor Z—te #H  ahol Z = Tre A,
Az operatorok idéfiiggésére felirhatjuk

QA =i[H Al = A(t) =Tt gem 1) A = A(ty). (78)
Ezt visszahelyettesitve kapjuk az egymast kovetd idéfejlesztd operatorok argumentumanak osszevondsaval:
@A(xh e Ty) = éeiH(tlfto)Al e*iH(tlftz)AZ e~ tH (ta—t3) e*iH(tnﬂ*tn)An e~ (tn—to) (79)

Mikor ennek trace-ét szamoljuk, kihasznéalhatjuk a trace ciklikussidgat, valamint beszirunk az elejére és a végére
egy e (ti—to) g—iH(ti—to) — 1 j]letve ¢'H (tr—to)e—iH(ts—to) — ] egységoperatort, ahol t; fogja majd a palyaintegral
kezdeti id6pontjét (initial time), t¢ pedig a végsé (final) id6pontot jelenteni. Ezzel kapjuk

Tr@fl — TreiH(tf—to)e—z'H(tf—tl)Al e—iH(tl—tz)Az -ne—iH(tn,l—tn)An e—z’H(tn—to)@eiH(ti—tO)e—iH(ti—f,O) _

=Tr e—iH(ti—tf)e—iH(tf—tl)Al e—iH(tl—tz)A2 L e—iH(tn—1—tn)An e—iH(tn—to)@e—iH(to—ti). (80)

Vegyiik észre, hogy az id6 C =t; — t, — t,—1 — ...ty — t9 — ty — t; médon halad a fenti reprezentécié
argumentumaiban. Ezt szoktdk idé-kontirnak is nevezni, ez egy zart “gorbe” az id6 egy dimenziés vonalaban.
Az egész formalizmus neve is innen jon: closed time path (CTP) formalizmus. Habdr az idéargumentumok
Osszevissza szerepelhetnek, a fenti kifejezés a C' kontir szerint rendezett (kontir rendezés). A zdrt kontir
annak a kovetkezménye, hogy kezdeti érték probléménk van, azaz g egy adott ¢y is6pontban adott, igy oda kell
visszatérnie a palyaintegralnak.

Most visszairhatjuk az id6fejleszt6 operator reprezentdcidjat, és felhasznalhatjuk, hogy a mezék varhaté
értékei

(H@u|®) = @, (11@), (UL [@) = 1L (1(@), (@[ ulv) = v Wl0), (W FhIe) =" (W']0).
(81)
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Ezen feliil a sliriségmatrix matrixelemeit jeloljiik

(IL, 9| 0| @, ¢)
(IL Y|, ¥) -

Ekkor a teljes trace-t egyetlen Osszefiiggd pédlyaintegralként reprezentdlhatjuk. Ebben a bozonikus terek “peri-
odikusak” | azaz a kezd6 és végkonfiguracié ugyanaz, a fermionikus palyaintegral viszont “antiperiodikus”, hiszen
a fermionikus trace képzésénél a végkonfiguracié a kezddé konfigurdcié —1-szerese. Vagyis végiilis azt kapjuk,
hogy

o(to) = (82)

C path
(A, ... 20)) = / DA ¢ oM () Ay (1) ... An(tn), (83)
ahol az dltaldnos mezdk feletti PI integraldsi mértékét D A-val jeloltiik:

DA = DIID®DU DY, (84)

Gondoljuk végig, a valés idében milyen gorbét kapunk az idé konturra. Ha az idéargumentumok Ossze-
vissza szerepelnek, akkor valés idében olyan kontiurt kapunk, amely felvaltva el6re-hdtra megy. Amennyiben
egy rész id6ben monoton, akkor a megfelel§ szakasz egyetlen szakassza olvad Gssze; pl. t1 > ty > t3 esetén
frhatjuk ¢ — t» — t3 helyett, hogy t; — t3. Ezen feliil mindenhol be lehet szirni egy e'(!'—t)—iH(t'~t)
egységoperatort, ami azt jelenti, hogy tetszoleges ponton beszirhaté az ido-lancba egy kitérd, azaz t, — t,41
helyett frhaté ¢, — t' — t,.1. Mindezek alapjan az idé-kontur alakja t; — co — t; — -+ — 00 — t;, ahol az
oda-vissza futdsok szdma elégséges kell legyen ahhoz, hogy (rendezést is figyelembe véve) az Gsszes operétort
magaba foglalja. Ez az alak mér csak az operatorok szaman keresztiil fiigg az operdtoroktol.

Hogy ezt az altalanossdgot kissé megszoritsuk, tekintsiink csak olyan varhaté értékeket, amelyek rendezése

Ay, .. xn) = T (AL(t1) . An(tn) X T(Ans1 (tngt) - - - Apsm (bngm))s (85)

ahol T* az anti-idérendezést jelenti (azaz t; < to < --- < t,). Erre elég két szakaszt megtartani, a t; — co — t;
modon, egyben ez a legkevesebb szakaszt tartalmazd kontir, azaz egyetlen lokalis operator varhaté értékéhez is
ezt kell kiértékelni. Ekkor érdemes olyan jelolést alkalmazni, hogy 1-es kontirnak nevezziik a ¢t; — oo szakaszt,
és ha egy operdtor idéargumentuma ezen az (idérendezett) szakaszon van, akkor ellatjuk egy 1 fels6 indexszel; az
anti-idérendezett szakasznél a 2-es indexet hasznaljuk. A™M(¢) és A®)(t) tehat megegyezik az A(t) operatorral,
csak a rendezés miatt még kap egy extra indexet. Az l-es terek maguk kozott mindig idérendezve vannak, a
2-esek anti-idérendezve, és a 2-esek barmely idéargumentumnal az 1-es tereknél kés6bbinek szamitanak, azaz
az 1-esektdl balra helyezkednek el. Emiatt a fenti kifejezés frhaté gy is, mint

Ay, w0) = T AP (01) . AP N ALY (b)) - AL () (86)

A hatéas-funkcional: -

S— /dtL (87)

Az anti-idérendezett szakaszokon eredetileg oo — ¢; az integrdlds hatérai, a fenti alakra hozva tehat egy —1
elojelet is kapunk. Végil a fenti A operator PI reprezenticidja

A i STAM] 574
<A($1,...,xn+m)>: / DADODA® ST 010) AP (1) AP (1) AL (bngr) - AL (b

. n+m
(88)
Bevezetve
A= (AD A®) DA=DAYDAD  §[A] = S[ADV] - S[A?)] (89)
jeloléseket, a fenti alak
<A(x1, o ,xn)> - / DASA p(t) A1 (1) . .. Angon (frgom) (90)

kifejezésre egyszerlisodik. A p(tg) természetesen egy nagyon komplikélt kifejezés is lehet, ez hordozza tetszdleges
kezdeti feltétel esetén a korrelacidkat.
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2.3 Generator funckcional
Hogy a jeloléseket kissé egyszertisitsiik, bevezetjiik a generator funkcionalt. Jeloljik J = (J(), J®)) és JA =
JWAW + J@ AR Ekkor

Z[J] =WVl = / DA SIS TA (1), (91)
Itt a J mennyiségeket dramoknak hivjuk, bozonikus szabadsigi fokokhoz valés (ill. komplex) dramokat ren-
deliink, fermionikus szabadsagi fokokhoz pedig Grassmann valtozokat.

Vilagos médon
Z[0,0] =Tro=1. (92)

A generétor funkciondl derivaltjai a korreldcids fiiggvények:
. srtmz[gm | @)
<A(as1, . ,.Tn)> = ) El) ] o) .
017 (t1) o 00" (tn) 0 L1 (Eng1) + - 0T L (Bnkm) | 5

(93)
A derivalasok sorrendje fermionoknél fontos a helyes eléjel miatt.

2.4 Propagatorok

A fentiekre példa a 2-pont fiiggvények esete. A(t1) és B(t2) négyféle mdédon rendezhets, A(t1)B(t2), B(ta)A(t1),
TA(t1)B(t2) és T*A(t1)B(t2). Az elsd eset kontir-rendezés szempontjabdl olyan kell legyen, hogy fliggetleniil
t1 és to konkrét értékétdl t; nagyobbnak szédmitson, mint to. Ez azt jelenti, hogy A(t1) a Ca-n, B(tz) a Ci-en
legyen. A konttr-rendezést To-vel jeloljitk, akkor ezt (ToA®) (t;)BM(ty)) médon frhatjuk, ami azt jelenti,
hogy a PT ald A (t;)B(M)(ty) frand6. A propagatorokat G 4p-val jelolve tehét:

IG5t ty) = (Te AN (1) BP (1)) = a(B(t2) A(t1))
IG5 (t,ts) = (Te A (1) BW (t2)) = (A(t1)B(ts))

(t1,t2) = ( (t1) B (t2))
(t1,t2) = ( (t1) B (t2))

iGYp(t1,t2) = (Tc AV (t1)BW () = (TA(t1)B(ta)) = O(t1 — t2) iGAp(t1, t2) + O(ty — t1) iG (1, 12)
(t1,t2) = ( (t1)A™ (t2))

iG%y(t,ts) = (Te AP (1) AP (ty)) = (T* A(t1) B(ts)) = O(ty — t1) iGAl5(t1, t2) + O(t1 — t2) IG5 (¢, ta),
(94)
ahol
_ | +1 bozonokra
a=d+l= { —1 fermionokra ° (95)

Természetesen a To-rendezés alatt a sorrend (fermionikus operdtoroknédl eléjel erejéig) nem szamit.

Lathaté médon a propagatoroknal a tobbféle rendezés dltaldanos esetben is két alakra és a O-fiiggvényekre
vezethetd vissza, azaz elég csupan G'? és G2?! propagatorokat kiszamolni. Egy egyszerti megfigyelés, amely a
(194) egyenletbdl kiolvashatd, azt mutatja, hogy

Gll 4 G22 _ G12 + G21. (96)

Hogy ezt a kovetelményt automatikusan teljesitsiik, bevezethetjiikk a Cho kontiron értelmezett terek kom-
bindcidit, és azok propagdtorat szdmithatjuk, igy kapjuk az R/A formalizmust. Legyen

A0 — A 4 A@)

: ;o AW =AM _ 43, (97)

Ezekre, elhagyva most az argumentumokat

iGY = (TcAMBM)Y = (zG +iGYs +i1GY s +iG%y) =

iGlls +1iG%y [ A(t1)B(t2) + aB(t2) A(ty) >
2 B < 2

iGTs = (TcAMB@)Y = 2 (iG1 — G +iGY s — iG%y) = iGNy — iGYs = Ot — ta)oan(ti, t2)

iGYy = (TcAWBM) = (ZG +iGlp — iGp — iG,Zqu) =iGYp —iGHp = —O(t2 — t1)0an(t1,t2)
iGYy = (T AWB@) = ZGAB — Gy — Gy +iG% = (98)
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ahol bevezettiik a
0aB(t1,t2) = iGAp — iGLE = (A(t1)B(tz) — aB(t2) A(t1)) (99)

spektrdl fiiggvényt, amely a mezdk (anti)kommutdtora.

Az aa propagator mindig nulla! Az rr propagétort szokték Keldysh propagétornak is nevezni, a G("® a
retardalt propagator, a G(*") az avanzsélt propagétor. A retardalt és avanzsalt propagatorok kiilonbsége is a
spektral fiiggvény

0aB(t1,t2) = iGY — iGYp. (100)

2.5 Specialis kezdofeltételek

Eddig a legaltalanosabb nemegyensilyi kezdéfeltételeket vizsgaltuk, azonban a praktikus szamitdsokhoz meg
kell szoritanunk az altalanossiagot, hogy kezelhet6 kifejezésekhez jussunk. Ezen felill, bar egy altalanos
stirtisagmatrixbol indulva bonyolult dinamika alakulhat ki, ez a dinamika nagyon egyedi. Ha pontosan
meghatarozott kezdeti feltételeink lennének valamilyen fizikai alapelv miatt, akkor értelme lenne ezt a bony-
olult dinamikat pontosan vizsgalni. Azonban dltalaban véve nincs kitiintetett siirliségmatrix, és paraméterezni
— a végtelen sok paraméter miatt — lényegében lehetetlen. Aminek fizikai jelentése van, az egy &ltalanos
kezdofeltételbdl indulé tranziens viselkedés utdn bedlld, univerzélis dinamika. Ennek felderitésére két méodszert
alkalmazhatunk: vagy feltessziik, hogy mar kozel vagyunk az egyensilyhoz, és az egyensily fel6l megkozelitve
irjuk le a dinamikét (linedris vagy magasabb rendii vdlasz elmélet). A masik megkozelités, hogy egy egyszerti
kezdeti slirliségmatrixot vesziink, amely analitikusan kezelhetd, és feltételezziik, hogy megfeleléen altalanos
kovetkeztetésekhez vezet. Ilyen kezdeti feltételek lehetnek, hogy pl. tér-sajatallapotbdl indulunk, ahol a tobb-
pont Osszefliggd korreldcids fligvények nulldk (1. kés6bb), vagy olyanok, ahol csak az egy- és ket-pont Osszefiiggd
korreldcids fliggvények kiillonboznek nullatél. A fenti megfontoldsok miatt el0szor egyensulyi slirliségmatrixokat
fogunk vizsgalni.
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3 Egyensily
Egyenstlyban a stiriségmatrix alakja

1
o6=— e PH, Zo = Tre PH, (101)
Zo
Itt kihasznalhatjuk, hogy formalisan ugyanolyan alakot kaptunk, mint az id6fejlédésnél, ami jol latszik a g —
it, t — —i/3 megfeleltetésbol. Erre tehdt ugyanaz a PI reprezentécié alkalmazhaté mint eddig (1. (75)), mégpedig
praktikusan egy t; — t; — i palyara alkalmazva
t;—iB
i oL
e PH = /DAe G emVovo [y, D) (1o, ol - (102)

Ez az alak tehat folytonosan csatlakoztathaté az eddigi palyak végéhez. Az eddigi valés id6kontur kinyulik a
komplex id6kre is, amint azt az[I] dbran lathatjuk. A g eltiinik a PI kifejezésébdl.

U
i >Cl ts
Cs C2
+-ti—ip

Figure 1: Véges hémérsékletii idé-kontir

Mint kordbban is tettiik, a kiilénbozé konttrokon kiilonboz6 tereket vezethetiink be. Ehhez az e ## PI
reprezentacidjiban szereplo palyakat 3-as indexxel latjuk el, és definidljuk az euklideszi hatést, mint

ti—ib t=t;—ir, T =it —t;) s
Sp=—i / dt LIA(t), 0, A(t)] = { dt = —idr, 7 = [0, ] = / dr (=)LIA®) (1),i0,A®) (7)].  (103)
i A(t; —it) = AB)(1), 8, = i0; b

A generdtor-funkcionalt kiegészithetve a 3-as indexti terekkel illetve dramokkal kapjuk:

Z[J(l),J(Q),J(?’)] _ / DADDAR P AB) iSIAV]=iS[AR]=Sp[A®] | [[17H AW 417D AD ] [F drg 3 AB) (104)
(anti)periodikus

Most Z[0,0,0] nem 1, hanem

Z[0,0,0] = Zo = Tre PH = / DA® =554, (105)
(anti)periodikus
A fenti alak kovetkezményeként most akar
A=T,A(it1) ... Ap(it,) T*Byi(t)) ... By (t.,) TCL(tY) ... Cy(t)) (106)
operator varhaté értékét is szamolhatjuk ezzel a kifejezéssel, ahol T a 3. kontiiron érvényes idérendezést jelenti:

< > STV CIRT VCNRT SO

(107)

Az egyensiily kovetkezménye, hogy idGeltolas-invaridns, igy t; invaridns a rendszeriink, vagyis vélaszthato
t; — —oo. Ekkor azonban jelentds egyszeriisitést kaphatunk. Ha olyan (6sszefiiggd) korreldcids fiiggvényt
néziink, amelynek van argumentuma Cj-n és Cs-on is, akkor kozottiik végtelen hosszi propagédldsra van
sziikség. Minden redlis kolcsonhaté elméletben van valamilyen csillapodds, ami azt jelenti, hogy ezek a varhato
értékek nulldk lesznek. Més széval a dinamika szempontjabdl a C3 kontur lecsatolodik a C 2 konturrdl, ezért
elég kizarolag az ezeken a kontirokon levo terek sajat maguk kozotti korrelaciéjat kiszamolni.
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3.1 Vakuum varhato érték

A vakuum varhato érték a véges homérsékleti eset egy specidlis hataresete. Ha ugyanis 8 — oo, akkor energia
sajatallapotokkal reprezentalva
e P =3 e PEn ) (n] "2 10) (0]. (108)
n

A vékuum vérhaté érték tehdt a nulla hémérsékleti hatareset.
Ekkor ¢ = |0) (0|, valamint kizarélag id6rendezett szorzatot szamolunk. Ekkor kifejezésbol

(0] A]0) = Z <O n> <n ‘eiiH(tmftl)AlefiH(t“t"’) ATt mt) O> . (109)

Mivel forrasok nélkill a vakuum egyértelmisége és az energiamegmaradds miatt nem keletkezhet kés6bb sem
més, mint vakuum, ezért a fenti kifejezésben kizérélag |n) = |0) marad. A vikuum normadltsdga miatt

Z—H(txfti)

e

. , . . ) 1
Ty =T o) = eI = (0l TI0) = (0l TN0)” = e (110)
e Wi too b

Itt a nevezének most mar van idérendezett PI reprezentacidja.
A maésodik faktor teljesen idérendezett, és csak egy szakaszt tartalmaz a konturbdl, vagyis a PI-
reprezentacidja:

/DAeiSV‘] A .. A,

(0|TA; ... A,|0) = (111)
/ DA S
3.2 Kémiai potencial
Ha van megmaradé aramunk, akkor definidlhatjuk a nagykanonikus allapotosszeget
Z =Tre PH-1N) [ N]=0. (112)

Ekkor pontosan ugyanugy jarhatunk el, mint fent, azzal a kivétellel, hogy az Euklideszi hatdsba bele kell
illeszteni a megmaradé aramot is. Ha N mint toltésstiriiség integralja all el6, akkor
B
N = /d3xn(a:) = H—-H-pun = L—-L+un = Sp— Sp-— u/dTN[A(?’),iaTA(?’)]. (113)
0

3.3 Propagatorok

Egyensilyban az altaldnos (94) alak egyszer(ibbé véalik. Kihaszndljuk, hogy homogén térben az egyenstly
tér- és iddeltolas invarians, ekkor a propagatorok csak az argumentumok kiilonbségétol fiiggenek, azaz lehet
ty = t, to = 0 argumentumokat hasznalni —bcn. Ezen felil még a C3 konturon felvett propagatorokat is
kiszamolhatjuk, azaz a kovetkez6 rendezéseket fogjuk tekinteni:

iG25(t) = (Te AN (1) BP(0)) = Zio Tr [e PHaB(0)A(t)]

iGa(1) = (Te AP (BO0) = - Tr [~ *7 A1) BO)]

iGYL(t) = (T AW (#)BM(0)) = Zio Tr [e PHTA(t)B(0)] = O(t) iGH5(t) + O(—1) iGL5(t)

iG%5(t) = (Tc AP (1) BP(0)) = Zio Tr [e PHT*A(t)B(0)] = ©(t) iGY5(t) + O(—t) iGH(¢)

G35(t) = (Tc A® (1) B®)(0)) = Zio Tr [e PHT  A(—iT)B(0)] = O(1) iGH(—iT) + O(—7) iG 5 (—iT),
(114)
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Megjegyzés: a G335 propagdtorba nem szoktdk beledefinidlni az i-t, mi is ezt a konvenciét kovetjiik.
Az R/A formahzmus képletei megegyeznek az altalanos nemegyensilyi koriilmények kozott talalt kife-
jezésekkel. A spektral fliggvény szintén a kordbbiaknak megfeleléen és kifejezésekkel adhaté meg.
Miutédn minden kifejezheté G2 és G?! segitségével, csak ezt a kettdt vizsgaljuk tovabb. Kihasznalva, hogy
e PH Kkezelhetd gy is, mint egy —if3 idejii eltolds, valamint a trace ciklikussagat, kapjuk

iG12,(t) = Zio Tr [e P7 B(0)A(t)] = Zio Tr [ePHePH A(t)ePH B(0)] =
_ Z% Tr [e P A(t — iB)B(0)] = aiGZy5(t — if). (115)

Ez a KMS-feltétel (Kubo-Martin-Schwinger). Fourier transzformacié utan, valamint kihasznélva egyenletet

oo

G (w) = / dt et iGH 5 (t — iB) = ae —Bw iG4lg (W) = ae_ﬂ“’(gAB(w) + 1G5 (w)), (116)
ahonnan
IG5 (W) = ang(W)oap(w), IGHg(wW) = (1 + ang(w))oap(w), ahol ng(w)= @ﬁwl_ , (117)

a Bose-Einstein (+) illetve Fermi-Dirac (-) eloszlds. A formula egyik f6 ereje, hogy tetszdleges A, B operatorra
igaz marad! Az n,, eloszldsok egy lényeges tulajdonsiga

14 ang(—w) = —ang(w), (118)

hiszen 5
o e P 1
1 = — = — . 119
T a— e P - (119)

Nulla hémérsékleten:
T—0 w).

Na(w) — —aO(— (120)

Kémiai potencidl esetén is elvégezhet6 a fenti gondolatmenet, ha az A operator hatdrozott toltéssel ren-
delkezik, azaz

dA(s)

[N,A]=qA = A(s) = e *NAeN . Fr —qA(s) = e NAeN =954, (121)
Masik levezetés:
e NA= Z n. SN Z n. NG + ) Z Alg+N)" = Ae™*@N) - (122)
Ekkor:
iG12,(t) = &y [e_ﬁ(H_“N)B(O)A(t)} - [e—B(H—uN)eB(H—uN)A(t)e—ﬂ(H—uN)B(o) _
Zy Zy
- e—qﬂuzﬁ Tr [e‘ﬂ(H_“N)A(t - iﬁ)B(O)} = =P 0 iGEL (t — iB). (123)
0
Innen:
iGlip(w) = ae Pt (o, p(w) +iG (W), (124)
ahonnan
iGip(w) = ang(w + qu)oap(w, p),  iGH(w) = (14 ana(w + qu)oas(w, p). (125)

R/A formalizmusban a retardélt (ra) propagétor miatt a spektrél fliggvénnyel aranyos. Kihasznélva a
theta-fiiggvény Fourier transzformélt alakjat

O(w) = /dte“"t@ —>/dtemt et % (126)
w+i
—0o0 0
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valamint hogy a szorzat Fourier-transzformaéltja konvolicié

oo o0

o) = [ arsta0 et = [ [L o) [ et = [ w-we), 20

— 00 — 00

kapjuk iG"% (k) = (©pap)(k) miatt

ra _ dw QAB(wak) ar _ dw QAB(UJ,k)
A (k) _/27r ko —w +ie’ Gis (k) _/27r ko —w — ie’ (128)

Kramers-Kronig reldcidkat.

A Kramers-Kronig relacidk felfoghaték tgy is, mint a kauzalitds kovetkezményei. Ez annyit jelent, hogy
ha egy korreldtor tartalmazza a theta-fiiggvényt, ami (1. kés6bb) azt jelenti, hogy a vélasz szigortian a hatést
koveti, akkor a Fourier-transzformalt alak ilyen alakd.

A relaciok kovetkezménye, hogy a retardalt illetve avanzsdlt propagator ugy kaphatd, mint a “generikus”
propagétor az w = ic helyen (Landau-el6irds):

d; 7k ra ; ar )
Gap(k) = /% % = (k) = Gap(ko + ic, k), Yp(k) = Gap(ko —ic, k). (129)

A Kramers-Kronig reldcidkat invertalni is lehet. Ehhez a diszkontinuitds fogalmat vezetjiik be:

Disc f(x) = lin(l)(f(a: +ig) — f(z —ig)). (130)
xT E—>
Specialisan
1 . 1 1 .
Disc — = lim [ — — - } = —27id(x). (131)
T X e—=0 | x + 1€ xr — 1€
Emiatt

oap(k) = Dkisc iGap(k) = Dkisc 1Gp (k). (132)

Ez 6sszhangban van a (100)) relaciéval és a (129) egyenletbdl ad6dé retarddlt és avanzsdlt Green fiiggvénnyel.
Az rr propagétor (Keldysh-propagétor):

(k) = (; + Cma(ko)) 0an(k). (133)

Lathatéan a spektral fiiggvények kozponti szerepet jatszanak, emiatt érdemes néhany tulajdonsdgukat
megdallapitani (kihasznélva egyensilyban az idSeltolds-invarianciat)

chne) = [ dte (B0, 410 = [ atet ((B1(6),41(0))) = oprar (),
ean(-w) = [ die™ " (A0, BO) = ~a [ e (B(®), AO)) = ~agnate).
(134)
A fentiek miatt a spektral fliggvény valds, ha
ohp(w) = 0aB(w) = oprat(w) = B=A" (135)
Ebben az esetben tovabbi megallapitasokat tehetiink. Felhasznalva, hogy:
A(z) = P A(0)e 7, (136)
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ahol P a négyesimpulzus operatora, és beszurva egy teljes négyesimpulzus sajatallapot-rendszert a korrelatorba,
kapjuk

Tre PHA(2), BO)] =) (nle " [A(x), BO)l|n) =) (75" — ae™Em) (n|A(z)|m) (m [AT(0)] n) =

=Y (e — aemPEm) /P Pr)e) (1| A(0) | m) . (137)
Emiatt
oaat(k) = Z(%)%(k + P, — Py) (e7PEr — ae™PEm) | (n|A(0)|m) . (138)

A fenti formula kévetkezményei:

o diszkrét spektrum esetén o441 (k) Dirac-deltdk sorozatdbdl all (ezek Gsszeolvadhatnak egy folytonos
fliggvénnyé)

e 0441 (k) # 0 ott, ahol van két olyan sajatdallapot, amelyre E,, — E,, = kg és p, — pm = k.
e Ha ky > 0, akkor E,, > E,, emiatt az exponencialisok kiilonbsége mindig pozitiv. Tehét

044t (ko > 0,k) > 0. (139)

e nulla hémérsékleten csak akkor kapunk jarulékot, ha F, = 0 vagy E,, = 0. Ha ky > 0, akkor a Dirac-delta
csak akkor teljesiilhet, ha E,, > E,, azaz F, = 0 esetben. Ekkor

044t (k)

= "@n)*6(k — Pn) [ (0|A(0)[m) |2, (140)
ko>0,T=0 ™

ennek értelmezése: sulyozott dllapotsiiriiség.

Ebben az esetben G4 4+ “generikus” propagator is valds, igy igaz, hogy

(k) = Gy ar (ko +ie, k) = G g a1 (ko — ie, k) = G% 4+ (k). (141)
Emellett
1 1
IHlGrAaAT(k) = ImGAAT(kO + i5,k) = Z [GAAT(kO + iE,k) — GAAT(kO + ZE,k)] = _§QAAT(k)
ra _ dw 044t (w, k) _ /dw 0441 (w, k)
Re AAT(k)_/EReiko—wﬁ»ig_P %7]{:07&) (142)

Az avanzsélt propagatorndl az imagindrius rész szamolasdndl egy eléjelkiilonbség jon be.
Vizsgaljuk meg az imaginarius idejii propagatort is. Eloszoris, a KMS feltétel miatt 0 < 7 < 8 tartoményban

GBo(—1 + B) = iG% (i1 —if) = aiGY(iT) = aG35(—7). (143)

Bér a G335 eredetileg csak T € [—83, ] tartomdnyban értelmezett, a fenti képlet miatt szokték kiterjeszteni a
teljes valds tartomédnyra mint (anti)periodikus fiiggvényt.

A Fourier transzformélt a véges illetve periodikus 7 tartomény miatt diszkrét lesz. A fermionikus/bozonikus
esetben a kovetkezd frekvenciak fordulhatnak el6:

| 27anT bozonokra (144)
Wn = (2 +1)nT  fermionokra.
Ekkor a Fourier-transzformalt alakjara a kovetkezo képletet hasznalhatjuk
B
flwn) = /dT ¢Tf(r),  flr) =T e flwn). (145)
0 n
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Ekkor a G2 propagétorra a kdvetkezd kifejezés adédik:

B
e do P C [dw oap(w.k)
G?L‘SB(ank) = /dT elwn G?qu(T; k) = 27_[_ €Bw — QAB /dT e(an w) = /g m (146)

Osszehasonlitva ezt a retardalt propagatorra kapott Kramers-Kronig reldciéval ((128) kapjuk:
GAB(an — ko + 7:6, k) = ZaB(k) (147)

Megjegyzés: egyes kényvekben mds alakot latunk, ez egyrészt a Fourier-transzformécié definiciéjanak
kiilonbségébdl, mdsrészt a G335 propagdtor definicijdnak kiilonbségébél szarmazik. Ezért mindig egyeztessiik
a definiciékat az alkalmazds elott‘

Végezetiil emlitsiik meg a kanonikus kommutécids relacidk kovetkezményét a spektral fiiggvényre. Valds
térben

QAB(t = 07X) = <[A(va)7 B(O)]a> . (148)

Mivel A és B operdtor is az alapmezdk polinomjai, ezért a kanonikus kommutéciés relacidk segitségével a jobb
oldal kiszdmithaté. Lokdlis operdtorok esetén az eredmény ardnyos lesz §(x)-szel (hiszen kiilonbozd helyen levd
lokélis operator ugyanabban az idében nem hathat egymdsra a relativitdselmélet, illetve a kauzalitds miatt).
Vagyis [A(0,x), B(0)], = Cé(x), ahol C valamilyen operdtor. Ez azt jelenti, hogy Fourier-térben érvényes a

kovetkezd dsszegszabdly (sum rule)
dw
- k) = 14
* oanlw,k) = (O, (149)
ahol a jobb oldal fliggetlen k-tél (azonban esetleg fiigghet a hdmérséklettél). Specidlis példaként emlitsiik meg,

hogy bozonikus tereknél A =TI, B = ® esetén C = [II, ] = —i, ardnyos az egségoperatorral. Tehdt

/6257(: QHq;.(w,k) = —i. (150)

Mivel a legtobb esetben II = 9, ®, ezért irhaté az is, hogy

d
%wgq@(w k) =1. (151)

Fermionikus rendszerekben A = W1, B = U esetben, hozzétéve, hogy éltaldban IT = iU, kapjuk C = {UT ¥} =
1, igy a sum rule

d
5 owrw(w.k) = 1. (152)

3.4 Szabad elméletek
3.4.1 Bozonok

Az eddig elmondottak tetszdleges kolecsonhatod elméletre igazak voltak. Kvadratikus elméletek esetén azonban ki
is lehet szdmolni a korrelaciés fliggvényeket. Itt kizarolag téridében lokélis elméleteket fogunk vizsgdlni, vagyis
amelyben az id6- és térderivaltak csak polinomidlisan fordulnak elé.

Kezdjiik a legegyszeriibb elmélettel, amely egyetlen, tér- és idGeltolds invaridns valds (kvantdlva onadjungalt)
bozonikus szabadségi fokot tartalmaz (Klein-Gordon elmélet). A Lagrange- illetve Hamilton-stir(isége, térbeli
Fourier-transzformacié utan

1 1
LD,  H=_TI* + —dw?(i0)®, (153)

1 1
= 2(8;®)% — 2P W2(i8)® =
L 2(<9t) w*(i8) 5 5

2

ahol w?(i0) csak a térszerti derivaltaktdl fiiggs fiiggvény. A kanonikus kvantalds reldciéi:

[@(t,x), 1(t,y)]| =id(x—y),  [®(tx),®(ty)] =0,  [I(£x),1({y)] = 0. (154)
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Emiatt a mozgéasegyenletek

0,1, x) = i[H, & = /d3y%[ﬂ2(t,y),<i>(t,x)] — Ti(t, %)

li(t,x) = i[H, 11 = [ 'y Bty (10)(t,y), T1(1,3)] =~ (10)(t,y)

= (02 +w2(i0)P(t,x)=0 = (82 +wi)d(t k) =0. (155)
Ennek megoldasa .
d(t,k) = B(0, k) cos wit + T1(0, k)su;iwkt. (156)
k

A spektral fliggvényre vonatkozé egyenlet tehat

o(t,x) = ([@(t,x),2(0)]) = (9} +wiolt,k) =0, (157)
ennek mogoldasa )
o(t, k) = 0(0,k) coswit + 9:0(0,k) blr;wkt. (158)
Kk

A kezdeti feltételek konnyen kiolvashatok a kommutacios relaciokbdl:
Q(O’X) = <[(I)(O7x)7<1)(0)]> =0, Q<O’X) =0
0r0(0,x) = ([0:®(0, %), P(0)]) = —id(x), 0r0(0,k) = —1, (159)

azaz a kezdeti feltételek, igy a megoldds is fliiggetlen a slirliségmatrixtol. Emiatt a spektral fliggvény minden
hémérsékleten, minden kémiai potencidlnal (sét, még nemegyensilyi koriilmények kozott is) ugyanolyan alaki:

i t 2
olt k) = —i Tk olk) = = |8(ko — wic) — 6(ko +wi) | = 2rsgnkod(k2 —wd).  (160)
Wk 2wk
Ebbol az alakbdl nyilvanvalé, hogy o(kg > 0) > 0 valamint o(—ko) = —p(ko) az altaldnos szabalyoknak

megfelelGen.
Korédbban lattuk, hogy a spektral fiiggvény ott nem nulla, ahol adott k-hoz energiaszint tartozik. Ez azt
jelenti, hogy a Klein-Gordon hatés olyan részecskéket ir le, amelyek energidja

E? =W, (161)

Ha wi = k? + m?, akkor egy relativisztikus, m tomeg{i részecske diszperziés reldciéjat kapjuk.
A spektral fliggvény valds, antiszimmetrikus (1. (134])), pozitiv frekvencidkra pozitiv. Ennek segitségével
felirhato

ra _ 1
G (k) o (k’o + i€)2 — wﬁ’
GV (k) = -

(ko — €)% — w2’
iG'2 (k) = 2m sgn ko ny (ko)d (kG — wi),
iG* (k) = 2msguko (1 + n (ko)) 3 (kg — wi),

1 1
iG7 (k) = 2msgn(ho) (5 -+ 4 (ko) ) 0043 ) = 2 (5 + ) ) 6043 - )
. 1
iGM (k) = [ e + 21 (sgn kon (ko) — ©(—ko))d(ka — wi),
iGP2(k) = ————— -+ 2n(sen kony (o) — ©(—ko))d(K3 — wi),
kg — wy. —ie
G3(k) = ——— (ko = 2mnT) (162)
k2 + ol 0 '

22



A tobbpontfliggvényekhez hasznéaljuk a generator funkcionalt. ElGszoris integraljunk ki a kanonikus impulzus
szerint:

/Dnefi(%rﬁfnat@) _ /Dﬂefgnfa@)ag(atéﬂ S 1C (163)

Ez azt az altalanosan is alkalmazhaté szabélyt adja, hogy ha a Hamilton operatorban a kanonikus impulzustol
valé fiiggés ~ I12, akkor formalisan a palyaintegrdlban hasznalhatjuk a IT — 9;® atalakitast. Ebben az esetben
tehat:

L(II, D) — L(0,D, D), (164)

az eredeti Lagrange-fliggvény. A tovabbiakban végig feltessziik, hogy ez a helyzet.
Ezutan irhatjuk a pélyaintegralra, hogy

2] = / DpePETHIT — / Do (@K IK@iTKT 45K _ 3K / DBETET. (165)

Az invertaldsnal figyelni kell a hatarfeltételekre; azonban a fenti formula miatt

§2Z1J]
G = =K 166
TSI |, (166)
igy hasznéalhatjuk a korabbi eredményeinket:
N 72 73) i [ A%k s ab (1 7(b) LOKD
Z[JW T T = Zyexp 3] @y JY ()G (k)J\ (k) ), Zo = | Dde2 . (167)
Még hatra van a Z; kiszamitasa. Lattuk, hogy ehhez csak az imaginarius kontir ad jarulékot, azaz
Zy = /D@e*%‘b’cﬂ ~ (det Kg)~1/2, (168)
hiszen diagonalis esetben
(o]
2
/ dre=3a0” = 2. (169)
a
A szabad energiara kapjuk
1 T
F:—Tan:iTlndethEZETrlnlCE. (170)

A konkrét szdmitéshoz alkalmazzunk egy triikkot: frjunk wg — (Z)i = wi + a alakot a Lagrange-fiiggvénybe,
a szamitasok végén a — 0-t vesziink. Ekkor

B
Z 1 1 1
aaa() — _5 /dT/d?’x/'D(I)(Iﬂ(T, X)e_SE — _iﬁv Z() <@(0)(I)(0)> — _§BV Z() iGrT($ _ 0) (171)
0
A differencidlegyenlet megoldésa
1
ZO = 6_5Vf’ % _ 5 iGTT(Jj _ 0) (172)

A termodinamikai értelmezés szerint f a szabadenergia-siiriiség.
Felhasznédlva a G™ alakjat (1. (162)) irhatjuk

4 4 3
iG™ (= 0) :/(;];4 iG™" (k) = /% <1+n+(®k)) 216 (kd — @) :/(dk(1+2n+(wk)), (173)

2 27)3200,
innen
17 &k e
flag) — f = 3 /da/ m(l + 2ny (W) = 5/(2#)3 /dw(l + 2n4 (w)), (174)
0 Wik
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ahol az utolsé sorban bevezettiik a w? = w% + a 1j integralasi valtozot. Az integral elvégezhetd, a primitiv

fliggvény
1 1 w
_ _ ,—Bw
/dw<2+e,8w_1)2+Tln(1 e ) (175)
Tegyiik fel, hogy ag > barmely mas fizikai skéla, ekkor elhagyjuk a A — oo esetén nulla jarulékokat, és kapjuk
d*k Wik 1 d*k
= | —=|—+Th(1 - _ﬁwk)—f/i =A?). 176
£= [ (40— o) = 5 [ 555 v+ fla = a) (176)

Az utolsé két tag hémérsékletfiiggetlen konstans, vagyis elhagyhaté. A maradékban az elsé tag felel meg a
T = 0 jaruléknak, és formalisan a nullponti energia felosszegzését jelenti. Ez a tag divergens, hiszen végtelen
sok médusunk van. Mivel ez a tag is hémérsékletfiiggetlentil tolja el a szabadenergiat, ezért ezt is elhagyhatjuk.
Ekkor a fizikai szabad energiara

F—fV—TV/dBk In(1 — e=Pwx) (177)
S (2m)? '
A nyomas, illetve bels6 energia:
OF d3k 0BF d3k
- __r In(1 — e Pwx E=""=V/[|— . 178
b=~ = T [ w1 =, L L (178)
Specidlis esetekben ez ki is szamithato:
e ha wy = k?/(2m), és T < m, akkor
3/2 3/2
mT mT 3
F=-TV|— =T — = —pV. 1
v(h) . eer(B) . E=dw (179

Megjegyzés: ha a szokdsos h és kp faktorokat visszafrjuk, akkor p = T(mkpT)>/?/(2wh?)3/? eredményt
kapjuk.

e ha wy = m +k?/(2m), és T < m, akkor

T\ 3/2 TN\ 3/2 TN\ 3/2
Feorv (ML) mmm o (MEN T e oy (Brim) (ML) e (180
2 2T 2 2T

e ha wy = k ultrarelativisztikus diszperzids relacionk van, akkor

Fo Ty B (181)
=790 ) b= 90" = JpV.
A h illetve kp faktorokat is beirva p = go’cfijm(kBT)‘l.

Tobb szabadsagi fok esetén feltessziik, hogy II-ben diagondlis a Hamilton-operator, valamint megmarad az
impulzus. Ekkor, térszeri Fourier-térben

1 1 1 1
= - — -0/Q,,@; = ~II'TT — ~®TQ®. 182
H 9 R A At B (182)
ahol © szimmetrikus, sajitértékei mind pozitivak, azaz létezik szimmetrikus valés gyoke: w? = Q. A
mozgasegyenletek
(0 —w*)® =0, (183)
a spektral fiiggvény, mozgdsegyenlete, illetve a megoldaés:

o(x) = ([®(2),®(0)]) = (02 —wo(x)=0 = p=—iw 'sinwt, (184)
mert 0(0) = 0 valamint 0;0(0,k) = —il. Hogy a Fourier transzformdciét el tudjuk végezni, a projektor-
felbontast hasznaljuk

w=> w\Py, PP, =6,Px (185)
A
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Ezzel
o(k) =Y ox(k) Py, (186)

A

ahol gy (k) az egy tomeghéj spektral fliggvény (160) wy (k) diszperzids reldciéval. Mivel minden kifejezésiink
linearis p-ban, ezért a fenti szumma 6roklodik az Gsszes kifejezésiinkre. Valéjaban megfeleld szabadsagi fokokkal
kifejezve fiiggetlen részecskék szummajat kapjuk.

3.4.2 Fermionok

Ugyanez a gondolatmenet alkalmazhaté a fermionok esetén is. A szabad Lagrange-fiiggvény itt idében elsérendii
derivéltakat kell tartalmazzon. Ezen feliil a (bi)spinortérben is tartalmazhat valamilyen struktirat:

L=T(i0, - MEd)T =VIKY = MO=i0l = H=UM>id)DV. (187)
A hatés hermitikussdgahoz K hermitikus kell legyen. A kvantdlashoz

{‘IJT(t, X)7 “I}(tvy)} = §(X - y)? {\I/(t,X), \I}(tvy)} =0. (188)

Ezzel a mozgasegyenletek:

B (t,x) = i[H, U(t,x)] = i / &y U, y) M(i0)U(t,y), U(t,x)] = —iM(id)U(t,x) = (id—M(id))¥ = 0.
(189)

Fourier térben

(10, — M(k)¥(t, k) =0 = Ut k)= e MOy k). (190)
Ezzel a spektralfiiggvény:
Owwt (t,X) = <{\I/(t,X), \I]T(O)}> = (Zat - M(k))Q\II\IIT (tv k) =0 = Owwt (ta k) = 67iM(k)t7 (191)

ahol figyelembe vettiik a og g+ (0,k) = 1 kezdeti feltételt. Hogy a Fourier-integralt elvégezhessiik, hasznéljuk az
M matrix projektor-reprezentacidjat:

ME)=> wr(K)Px = oper(k) =Y _(2m)d(ko — wa(K))Px, (192)
A A

ahol Py a A altérhez tartozo6 projektor. Ha csak egy frekvenciank van, akkor a szumma egytagi. Relativisztikus
részecske esetén egy részecske és egy antirészecske van a spektrumban, melyekhez tartozd energidk egymas
ellentetjei, azaz w; = —wy. Ekkor a spektral fiiggvény irhaté a kovetkez6 alakban:

owpwi(k) = Z(27r) [6(ko — wx)Px + d(ko + wr)Py] = 2(277) sgn kod (ks — w3) [(ko +wx)Px + (ko — wx)PL] =
A A

= (ko + M) _(Px+ P}) oa(k), (193)
A

mert M Py = wyPy és M P, = —wyPj; a fenti kifejezésben gy a szabad bozon spektral figgvény (160]). Ha csak
egyetlen relativisztikus tomegiink van, akkor P + P’ = 1, azaz ekkor

owwt (k) = D(k)o(k), ahol D(k) = ko + M. (194)
D neve Klein-Gordon osztd, mert ezzel szorozva a mozgasegyenletet megkapjuk a tomeghéj feltételt:
(ko + M) (kg — M) = k2 —m?. (195)
A Dirac egyenlet esetén a mozgdsegyenlet, illetve a KG o0szt6:

¥ —m, D(k) =K+ m. (196)
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Feltéve, hogy egy Klein-Gordon oszténk van, a propagatorokra kapjuk

ragry — D)
W e
o) — — D)

iG™ (k) = —n_ (ko) D(k)o(k),
iG? (k) = (1 n_ (ko)) D(k)o(k),
(

iGN (k) = <; —n_ ko)> D(k)o(k),

G (k) = g+ D(R)(n—(k) — O(—k))el).

G (k) = =g+ DR} (k) — O(—ko))el).

GB(k) = kQDfiQ (ko = (2n + 1)7T). (197)
0 k

Ezutan irhatjuk a pélyaintegralra, hogy

_ /D\DTD\I/e“’T’C‘I’*”’*JT‘I’T _ /D\I,qu,ei(\uuc*lJT)TIC(\HUC*JT)HJUC*J _ ez‘JT/c*J/D\I,tD\I, ez’\I/TIC\I/,

(198)
ahol felhasznaltuk, hogy K 6nadjungalt. Az invertalasnéal itt is figyelni kell a hatarfeltételekre, de igaz az, hogy
1 52Z[J]

Gyt (z) = (Te¥(z) T (0 — =ik (), 199

igy itt is a fenti propagator-matrixot hasznélhatjuk:

d*k ,
Z[JW, J® 3] = Zyexp (2/(2 i JOT(E)YG® (k)T b)(k)> . Zo= /mﬁmfemm. (200)
i
Zy kiszémitdsdhoz 1D (diagondlis) esetben:
/d\lﬁdxpe—“”\” =a, (201)
ezért altalanos esetben

Zo=detKg = F=-TlnZy=-TlhdetKg=-TTrinKg. (202)

A konkrét szamitashoz ugyanazt a trilkkkot alkalmazzuk, mint korabban, csak most M — M + a médon.
Jeloljiik ezen j matrix sajatértékeit wy-val. Ekkor

620 — /dr/d3xZ/D\I/TD\I/\I/T 7, X)W, (1,x)e 58 = BV Z, Z =BV ZyiTr G (x = 0).

(203)
A szabadenergia innen

g—f =—iTrG"(z =0). (204)

a
Felhasznélva a G™" alakjat (1. - és (192)) frhatjuk
TrG”(k)—/ dk —1+n (ko) 27TTI‘ZP §(ko —wy) =

3
=)_N /dk —%er(@x)) (205)
A

—iTr G (x = 0) /
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fgy minden egyes médusra kapjuk:

fala= / o £ L / (‘jﬂ‘)‘ fdw<§ ), (206)

Wk

ahol az utolsé sorban attértiink a — wyg + a integrélasi valtozéra. Az integral itt is elvégezhetd, a primitiv

fliggvénye
1 1 w
- Y =_Z_ —pBw
/dw( 2+€Bw—|—1>_ 5 Tln(l+e 7). (207)

Innen kapjuk (elhagyva a A — oo esetén eltiing jarulékokat)

fA:/(;ij:)‘B ( “’2’“ Tln(l+e” M)) +2/(;i1){ A+ fla=A7). (208)

Az utolso két tag, valamint az elsé tag hémérséklet fiiggetlen allandé, vagyis elhagyhaté. Ekkor a fizikai szabad
energiara kapjuk

F=fV= —TVZN,\/ In(1 + ey, (209)

Relativisztikusan invaridns rendszerekben minden pozitiv sajatérték mellett egy negativ sajatérték is van. Mivel
azonban
Tn(l+4 €*) =w+ Tln(1 + e ), (210)

ezért a pozitiv és negativ sajatalterek ugyanazt a fizikai szabad energiat adjak. Végiilis:

3

F:—2TVZN,\/(ZW1; In(1 + =5y, (211)

ahol a felosszegzés mar csak a pozitiv energids sajatalterekre torténik. Dirac fermion esetén egy alteriink van
N, = 2-vel (spin szabadsdgi fok). Erre
= —4ATV /

Ez az (177) 1D bozonikus esethez képest a Bose-Einstein és Fermi-Dirac eloszlasokban tér el, valamint egy 4-es
faktorban, amely a 2 spinbeéllas és a részecske-antirészecske mdédusok jaruléka.
A nyomads, illetve belsd energia, egy fermionikus szabadsagi fokra

_9F 43k . _9BF 43k
p_—W—T/WIn(l—Fe ), E—W—V/kanf(wk) (213)

Specidlis esetekben ez ki is szamithatd. Klasszikus nemrelativisztikus részecskéknél ugyanazt kapjuk, mint
kordbban. Az ultrarelativisztikus limeszben pedig (wx = k)

S In(1+ e Fon), (212)

7 w2 7 w2

F=—_VT'Y p= 3 90T4 E = 3pV. (214)

3.5 Perturbaciészamitas

Mi a helyzet akkor, ha az elméletiink nem kvadratikus? Kettévdlasztjuk a hatdst egy kvadratikus és egy
magasabb rendli tagokat tartalmazé részre:

S =50 + Sint, So ~ AT/CA, Sint = /d4$9£int(A(xj))~ (215)
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A ¢ mennyiség a csatolasi allandé, Ly pedig a terek lokalis polinomja. Varhato érték szamitdsakor

(TeAr(z1) ... Ap(zy)) = / DAA (1) ... Ay (xy)etPoMAIFSm Al —

22(73 /(Hd4yj)/DAA1(x1)...An(a:n) TT Cons[AG)] | 5140 (216)
n=0 j=1 j=1

fgy a csatoldsi alland6 szerinti sorfejtett alakban kapjuk meg a vélaszt. Az egyiuitthatékhoz a szabad

térelméletbeli tébbpontfiiggvényeket kell kiszamitanunk. A generdtorfunkciondl alakja ekkor

Z[] = /DA S0l AlFiSinc [A[+TA _ iSinc[8/8] /DA oiSolAl+TA _ Zoeisim[é/w]ech _

=7 (/ d* 2L [é]) ¢, (217)
n=0

A tébbpontfiiggvények szamitasanal a folyamat végén J = 0-t kell venniink. Mivel az exp[iJTGJ] derivaltja
iGJ exp[iJTGJ], ezért a J = 0 limeszt csak azok a tagok élik til, ahol az iGJ elétagot is valami derivalja.
Eppen ezért a derivalasok parokba rendezhetdk, végeredményben minden parhoz egy iG faktor fog tartozni.

A fenti formula szerint ezért egy korrelacids fiiggvényt n-edrendben a kovetkezOképp szamoljuk ki (Feynman
szabélyok):

(ig)"
n

e minden korreldlandé (kiilsd) teret egy ponttal jellemziink.
e felirjuk a kdlcsonhaté Lagrange sfirtiséget n kiilonb6zé pontban (vertexek)

e a vertexeket és a kiils6 tereket parositjuk, a parositasokat egy vonallal reprezentaljuk. A vertexekbél annyi
vonal indul ki, ahdny teret tartalmaz.

e minden vertexhez egy ig faktort rendeliink, a vonalakhoz iG propagatort. Végiil integraljuk az egészet az
Osszes vertex helye szerint.

e Fourier térben az integralas a propagatorok 4-es impulzusara torténik. Ha minden vertex energia- és
impulzus 6rz6 (lokélis elméletben mindig gy van), akkor a végén megmarad egy teljes energia- és impulzus
orz6 Dirac-delta.

A korabban térgyalt lecsatolodasi tétel miatt vegyes (ahol 12 illetve a 3 kontir terei keverednek) korrelaciés
fliggvények varhaté értéke nulla. Emiatt vagy csak a 3-as konturon végezziik a perturbaciészamitast, vagy csak
az 12 konturon. Az el6bbi az imaginarius idejii vagy Matsubara perturbacidszamitas, a masodik a valds ideji
vagy Keldysh perturbaciészamitas.

3.5.1 Matsubara elmélet

Ekkor kizardlag a 3-as konturt hasznaljuk, ami lehet6vé teszi, hogy csupan egyetlen tipusu mez6t alkalmazzunk
a PI-ban. Raadasul a PI nem komplex fazist, hanem exponencidlis elnyomast tartalmaz, ami biztositja a
konvergenciat. Ugyanakkor csak a Cs-on tudunk korrelaciés fliggvényeket szamolni, vagyis komplex id6rendezett
operatorszorzatok kiszamitdsa lehetséges, és az is a [0, 5] argumetnumokra. Minden korreldciés figgvény [S-ban
periodikus illetve antiperiodikus lesz a PI tulajdonsdgai miatt. Itt tehat a generédtor:

Z|J) = / DAeSelAIHIA T 70— 7]0]. (218)

(anti)periodikus
Ez a formalizmus kiilondsen alkalmas termodinamika szdmitasédra, hiszen

Z=Tre Pl =¢ PP = F=_ThzZ (219)

Formailag egyszer(i, teljesen analég a vakuum varhaté érték Wick forgatas utdni szamitasaval véges idOszeri
térfogatban.
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Hatranya, hogy a véges idGtartomany miatt a Fourier-tér integralok helyett Osszezések jonnek be, valds
szamok helyett egész szamokkal kell jellemezniink a frekvencidkat. Masrészt korrelacids fliggvényeket csak
nemfizikai, imaginarius id6 argumentumokra tudjuk kiszamolni.

Javaslat: ha mindenféleképpen Matsubara elméletben akarunk dolgozni, akkor hasznaljunk a G33-ra vegyes
reprezentéciét. T € [0, 5] esetén G33(7) = iG?!(—iT), azaz

oo

G*3(r,k) = / %e‘mo(l + ang (ko)) o(k). (220)

— 00

Szabad realtivisztikus esetben o(k) = D(k)2m(d(ko — wy) — d(ko + wi))/(2wg), vagyis 7 € [0, ] esetre

G*3(r,k) = S [efm’“(l + ang(wg))D(wg, k) — ™% (1 4+ oma(—wk))D(—wk,k)] -
k
(B=m)wr D k Wk D(—wr. k
— € (wka )+ae ( Wk, )na(wk)a (221)
ka
ahol felhasznaltuk a 1 + ang(—w) = —any(w) illetve a 1 4+ ang (w) = e®ny(w) azonosségokat. Ezen feliil
Wk ) k (B=m)wr D(— k
(7 k) = oG — 7,10) = 2Pl He Cel (). (222)

2wy,

Ha felhasznéljuk a D(—k) = aD(k) egyenletet (ami a spin-statisztika Gsszefiiggés kovetkezménye), akkor
G¥(—7,k) = aG®(r, —k). (223)

3.5.2 Valés idejii formalizmus

Ebben az esetben kizarélag a C o konturt tekintjiik. A generdtorfunkcional
2[J) = / DA/ SeAT IS AR I AT IEAT o Zig) = 1, (224)

A két hatasnak megfeleléen minden tér és minden vertex megdupldzédik. Az 1-es tipusu vertexhez ig, a 2-eshez
—ig jarulék tartozik. A vonalakhoz a végein talalhaté indexeknek megfelel6 propagatort rendeljiik.

Elonye, hogy nem kell szummakkal foglalkozni, amit a magasabb rendii diagramok szamitdsanal nehéz
elvégezni. Kozvetlen fizikai jelentése van a kiszamolt mennyiségeknek, analitikus triikkok segitségével egyszeriibb
eljarasokat lehet megvaldsitani.

Hétranya, hogy két tipusu teriink van, valamint hogy a termodinamikaval nincs olyan kozvetlen viszonyban
(valéjdban az energia szamitdsdval itt is lehet termodinamikét értelmezni).

A legtobb szamitast a kovetkezékben a valds idejl formalizmussal fogjuk végezni.

3.6 @ elmélet
Tekintsiik a kovetkezé Lagrange fiiggvényt:

_1 _ 92 2 _i4
L= 0(-0 - m*)® - " (225)

A szabad rész a Klein-Gordon elmélettel egyezik, ahol wi = k? 4+ m?, {gy a propagdtorokat mind ismerjiik. A
®* tag generdlja a kolesonhatédsokat, az ennek megfeleld vertexbdl négy vonal indul ki, és £i)\/24 érték tartozik
hozza az 1-es illetve 2-es vertexeknek megfelelGen.

Elészor irjuk fel a két- illetve négy-pont korreldcids figgvényhez tartozé Feynman diagramokat (1. . A
kiils6 terekhez és a vertexekhez 1 illetve 2 indexeket kell rendelni.

Lathatéan nagyon sok redundancia van a szdmolasban. Hogy ezeket kikiiszoboljiik, az eredeti generator
funkcional helyett mast kell haszndlnunk. Elészoris tobb olyan jarulékot latunk, amely tobb nem Osszefiiggd
rész-diagrambdl all. Ezek jaruléka az egyes elemek jarulékdnak szorzata, amelyek egymastdl teljesen fiiggetlentil
kertilnek kiszamitdsra. Elég lenne tehdt az Osszefligg6 tagokat kiszdmitani: ezek generdtora legyen iW[J].
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Figure 2: Feynman diagramok a két- és négypont fiiggvényekre

Nézziik meg most a generdtor funkciondl kiszamitdsat véges aramok mellett. Ekkor formélisan £ — £ —iJ®
Lagrange-fliggvénybol kell szamolnunk, és itt a 0-pont fliggvényeket kell felosszegezniink. A generator-funkcional
els6 derivéltjanak szamitasakor 1-pont fliggvényt kell szamolni. Minden egyes diagramnal taldlhaté olyan rész,
amely a kiilsé vonallal 6sszefiigg, és olyan, amely attdl diszjunkt. A diszjunkt rész azonban tetszdleges 0-pont
fiiggvény lehet, vagyis az Osszefliggs részt rogzitve az osszes 0-pont fliggvény mellette allhat. Ez viszont éppen
kiadja az eredeti Z[J]-t. Vagyis:

% = i%/z = Z[J] =W (226)
Megjegyzés: az Osszefiiggd vakuum diagramok (0-pont fiiggvények) a négyestérfogattal ardnyos jarulékot adnak,
imagindrius id6 formalizmusban SV jarulékot. T6bb nem 6sszefiiggd rész esetén a megfeleld jarulék ~ V™. Ezért
Z nem extenziv mennyiség. W azonban csak az 6sszefligg6 részt tartalmazza, igy ardnyos V-vel. A szabadenergia
tehat extenziv lesz. Az Osszefliggb részekbdl szamolt Z a statisztikus fizikdban kumuldns-kifejtésként ismert.

Egy masik fajta redundanciat is megsziintethetiink, ha észrevessziik, hogy az olyan vonalak, amelyek nem
részei hurkoknak, rogzitett impulzussal rendelkeznek. Ez kévetkezik az energia és impulzus megmaradasbol. Ha
egy ilyen vonalat elvagunk, akkor a diagram két nem Osszefliggd részre szakad, ezért az olyan diagramokat, ahol
el6fordulnak nem hurkok részét képz6 vonalak, 1-részecske reducibilisnek (1PR), az ilyen vonalat nem tartalmazé
diagramot 1-részecske irreducibilisnek (1PI) nevezziik. Az 1PR diagramok szamitds nélkiil megkaphatdk az 1PI
diagramok ismeretében, j6 lenne erre valami formulédt levezetni. Jel6ljiikk az 1PI diagramok generatorat I'-val,
neve effektiv hatas.

A megfigyelés az, hogy W[J] szdmitdsdnal a csupasz vonalon 16gé diagram rész pontosan olyan, mintha
egy l-pont fliggvényt szamitanank ki. A teljes Osszefliggé generator tehat dgy kaphatd, hogy az 1PI generator
ldbaira az 1-pont fliggvényeket tessziik fel. Ha

(227)

jeloli az egy-pont fiiggvényt az dramok jelenlétében, akkor azt varnank, hogy W[J] ~ T'[A[J]]. A kombinatorikai

faktoro miatt valgjaban a bal oldal W — J %’ azaz
iW[J] = iT[A] + / JA. (228)
Ezt egyszer derivalva J szerint ’ ' ~ ~
85?/=?—£%+A+J%:A. (229)

IMagasabb pont fiiggvények esetén elvarjuk, hogy az n-pont fiiggvények az 1PI diagramok magja koriil a teljes propagatoron
keresztiil érkeznek a kiils6 labakhoz.
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Emiatt a J-A inverz reldcio

or
J = —j— 230
() = ~i530) (230)
Erre felirhatjuk
eir[A] _ eiW[J]—f JA _ /DA eiS[A]+f J(A-A) _ /Da eis[a+A]+f Ja (231)

Ebben a formuldban J-t mint A_fﬁggvényét kell beirni, és az utolsé 1épésben eltoltuk az integracids allandot,
a=A— A. Emiatt (a) = (A) — A =0.
Ez a formula lehet6séget nytjt a I' egyszeri kiszamitésara:

Tl = /Da ¢iSlatA] (232)

(a)=0

Ez a formula a héttérmezé mddszer alapegyenlete: vagyis I' gy szamithaté ki, hogy eltoljuk a kvantumtereket
valamilyen héttérrel, és az igy kapott hatdst (ill. kezdeti feltételeket) az (a) = 0 feltétel mellett értékeljiik ki.
Kicsit atalakitva a fenti kifejezést

¢iTlA) / DAS((A) — )i, (233)

Ezt a formulét ugy értelmezhetjiik, mintha W-t akarnank kiszdmolni J = 0-nal, de azzal a megszoritdssal, hogy
csak azokat a konfiguracidkat vessziik figyelembe, ahol a konfiguracié varhaté értéke az elére adott A-val egyezik
meg. Ezért I'-t lehet megszoritott particids fliggvényként értelmezni.

Ha eltekintiink a kvantum és statisztikus fluktudcioktol, akkor {(a) = 0 helyett a = 0 {rhaté, amely azt adja,
hogy _ .

Tl = o415 4 flukt. = T =8 + kezd.felt. + flukt.. (234)

Vagyis I' a fluktudcidk nélkiili elméletben tehat a klasszikus hatast adja vissza a kezddfeltételekkel.

Mésrészt a fizikai varhaté értékeket végiilis J = 0 mellett kell kiszdmolnunk (1. (93))). Ez azt jelenti, hogy
A fizikai értékére felirhatjuk

ol
- 0A
ami azt jelenti, hogy a mozgéasegyenletet a klasszikus hatds helyett I' generdlja. E két tulajdonsiag miatt I'-t
effektiv hatdsként is szoktdk emlegetni.

Megjegyzés: az aramok illetve hattérmez6 szerinti kifejtésben

1J

=0, (235)

Aphys

1 n A 1 n A
W[J) :ZEWHMMJH T, T[A=)=Tp AL A (236)
n n
3.6.1 nh-kifejtés
Hogy léssuk, mi a klasszikus és kvantumos korrekcié, irjuk vissza a At a formuldkba. A kdvetkezd
helyettesitéseket kell megtenni
H S w r
H— — — — — —. 2

=5 S*)h, W%h, -7 (237)
Vizsgéljuk az Osszefliggd gréfok generdtorat (W), és jeloljik szimbolikusan a kvadratikus tagot a hatdsban
AK A-val, a kolesonhatdst g.A-nel (az egyszeriiség miatt csak egyfajta kolesdonhatést tesziink fel). Ekkor

i Wonl e _ / DA h(AKA+g A +ETA / DA ARA+GR > AN L AT A W) VRgeht/2 ) (238)

ahol a pélyaintegralban végrehajtottuk a A — /i A valtozéhelyettesitést. Innen a perturbaciészamitas szerint:

10 9 19 d J
AAn = ——...—1W, J, c :hfi...—wi’ chc/2—1 _
< 1 >conn Z3J1 ajl ph[ g ] o Z8J1 ajl [\/ﬁ g ] -
— h*n/2+1 Z(gcth*l)va{,ﬁn _ hfn/2+1 Zgghv(cﬂfl)wf,.r.zm (239)
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ahol v a vertexek szama.

Tekintsiink most egy diagramot, ahol v vertex van, n kiilsé vonal és k belsé vonal. Ezekre Gsszefiiggés:
cv = n+ 2k, mert a vertexekbdl kiindulé vonalak (cv) vagy a kiils vonalakba futnak, vagy a belskbe, azonban
a bels6 vonalak két vertexet kotnek Ossze. Megvizsgalhatjuk azt is, hogy mennyi integral marad a diagram-
ban: vertexenként egy energia-impulzus megmaraddsunk van, minden belsé vonalra egy integrdlunk van, és a
teljes diagramban kell maradjon egy energia-impulzus megmaradés a kiilsé impulzusokra. Ezért a megmaradé
integralok szdma (hurkok szdma) £ = k — v + 1. A fentiek miatt:

c n
0= (f - 1) _, 24
5 v g + (240)
ami mindig pozitiv kell legyen. Vagyis v helyett ¢-re atirva a szummat
= 20+n—2
_ ¢ vyrln _
<A1 ...An>conn = gh chL..m v = 6_72 (241)

Vagyis a hurkok szdma szerinti kifejtés megegyezik a h szerinti kifejtéssel.

A 1PI diagramok esetén a fenti gondoltmenet ugyanigy igaz, csakhogy hurok nélkiili diagram kizardlag a 2
illetve c-pont fliggvény esetén lehet 1PI. Ezért, ahogy fentebb is lattuk, S-hez képest minden korrekcié kvantum
effektus.

3.6.2 1PI diagrammok, sajatenergia

Adjuk meg az 1PI és az Osszefiiggd diagramok kozotti kapcsolatot az els6 néhany esetre:

.ol 0J; 8T §A; 80 8W 5°T

Ji——zé—Ai = 5Jk:6jk:_26/_1iéfljﬁ_5fliéfljm = mG:l. (242)
Mivel T" vezet6 rendje S, ezért mindig irhato
T _koy = (K-nG6=1, (243)
0ASA

ahol KC a szabad kernel, ¥ pedig a kvantumos korrekcié. ¥ neve sajatenergia. A kétpontfiiggvény 1PI felirdsa
ezért (Schwinger-Dyson egyenlet)

Gl'=Gy' - = G=Go+GSGr=Gy+G2G = KG=1+232G. (244)
Vagyis kétpontfiiggvény elsé kvantumos korrekciéja
<AiAj>qcorr = iGo <AiAj>amp iGQ = Z'G()EGO = <AiAj>amp = —iE, (245)

ahol <AiAJ>amp az “amputalt” kétpontfiiggvény (azaz hidnyoznak réla a kiilsd vonalak).
Valos idejli formalizmusban ¥ egy matrix lesz; a Keldysh formalizmusban IC diagonalis, ezért
KG = 5 4 2tk Gki, (246)

R/A formalizmusban a kernel nem diagonélis, hiszen

Aq\' Aq Aq\' Aq
Lo=AlKA —AlKA, = (A,. + 2) K (A,. + 2) - (AT. - 2) K (AT. - 2) = ATKA,+ATKA,. (247)

Emiatt
01

K=KP = P:(10

) = KGp =P+ PXG. (248)

Komponensekben, felhasznalva, hogy G** = 0:
ICG’I”(Z — 1 + EGTGT(I
ICG&"’ — 1 + ZT’GGGT’
ICGTT — EGT'GT’(' + EGGGQT
0=X"G" = X"=0.
(249)
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Vagyis az R/A formalizmiusban a retardalt illetve avanzsélt propagétorok sajatenergids egyenlete diagondlis.
A Keldysh és R/A sajitenergidk osszefiiggése

KGre = K(Gll —G12) — 1+211G11+212G21—211G12—212G22 — 1+(211 +212)Gra = nar — 211 _,’_212.

(250)
Hasonléan
212 + 221
Era _ 211 + 221, Eaa _ #’ Err _ O _ 211 + 222 + 212 + 221. (251)
Ezen feliil, valés id6ben felirva a G™* egyenletét:
KG™(t) = 4(t) + / dt' S (t — G (t). (252)

Mivel azonban G™(t) = ©(t)o(t), emiatt a sajatenergidra
() = Xod(t) + X1(1)O(t). (253)
Fourier-térbe visszairva ez azt jelenti, hogy

ar - - dw — Disc ¥y (w, k
X (k) = 3o + 2(k), Y(k) = g—ko—w—i—(ia )

(254)
A retardalt sajatenergia tehat vagy valds, vagy kauzdalis. A kauzélis rész kifejezése a Keldysh sajatenergiakkal
Disc 207 = ¥07 — yre = »12 _ y2l (255)

A KMS relacié is megfogalmazhaté a sajitenergidkra. Mivel

1 1
G = (2 + n) (iG™ —iG™) = (2 + n> (IG5 —iGY" + iGH S G — iGY S Go) =

1 1
=Gy + (2 + n) GyrE*iGme — (2 + n) Gy X" G (256)
Ezt Osszehasonlitva G™" sajatenergias egyenletével
l’GT‘T‘ — ZGST‘ _"_ iGST‘ZTGGaT + GgaizaaGar _|_ GSGZG?"Z'GT‘T —
1 1
=Gy + (2 + n> 1GE G — <2 + n) iGYE G + GHMET GV 4
1 ra ar . ra 1 rTa ar ;s ar
+ §+n GG — §+n GG =
. rr 1 N ra ra ar ra; aa ar 1 ra ar ar
=iG" + §+n G Y G 4+ G X G — §+n (EADYRETC (257)

Emiatt )
1% = (2 + n) (15" — X", (258)

3.6.3 1PI diagrammok, vertexfiiggvények

A harompontfiiggvényre kapjuk, a (242) egyenlet derivalasdval:
ol 0Ag ., 0G5
5Ay 6Jy 8

vagyis az “amputalt” harompontfliiggvényt kapjuk.
Kovetkez6 rendben

+ Fij/ =0 = Gijk = Gii’ij’Gkk’Fi’j’kH (259)

Gijke = GG Grrrelijie + -+ G Gy Grp Gop i jrgr e =
= GG Ly GrralapeGonGee + - - + Gia G Grpr Goor Tiv g (260)

Vagyis “fa grafokbol” rakjuk Gssze az Osszefliggd digrammokat, ahol a vertexek helyett most a feloltoztetett
“proper” vertexeket kell betenni, ami nem més mint T'™(kq, ... k).
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3.7 1PI diagramok ®* elméletben
3.7.1 Tadpole diagram

Konkrétan szamitsuk ki a ®* elméletben egy hurok szinten felmeriild 1PI diagramokat véges hémérsékleten. A
kétpontfiiggvény esetében egyetlen diagramunk marad, a lokdlis

iGID (k) = —ixt, (261)

M (D) —iA ////:;M/dk
<c1> (2)® (a:)>amp = 5 (eeveee) = == [0

Ugyanemiatt 12 = ¥2! = 0. Ez azt is jelenti, hogy ¥¢" = ¥7¢ = ¥l = —»22,
Mivel a fenti kifejezés valds idében az x = 0 helyen vett értéket jelenti, valamint

G (r=0=G"(x=0)=0 = GYz=0=G"(z=0). (262)
Ezt méar kiszdmoltuk (173)) alatt:
A d*k

Jél lathatéan ez a tag divergens integralt ad. Hogy ki tudjuk szamolni az értékét, valamilyen médon regularizalni
kell az integralokat. Fizikai regularizdcié, ha az impulzust nem engedjiik tetszélegesen nagyra ndni, k| < A
impulzus levégédst (cut-off) alkalmazunk, de feltessziik, hogy A nagyobb minden fizikai skdldandl. Az integral
ekkor

Wk " 1672

A %)

A |1 [dkk? dk k? A \T? Ve ﬁm

== |z = A? In— |+ = 264

07 472 2/ Wi +/ (wr) [ +m” n + / (264)
Bm

Lathatoan az els6, divergens tag nem fiigg a hémérséklettol, a masodik, hémérsékletfiiggd tag nem fiigg a

levégdstol. E mésodik tagot (a A/2 nélkiil) nevezziik tadpole (ebihal) jéruléknak:

Yo = Xdiv ¢ %7’ / VI =V 127 (Bm). (265)

o2

Ha fm — 0, azaz ha T > m, akkor 7 (0) = 1/12. Ha Bm — 0o, azaz nulla hémérsékleten vagy nagyon nagy
tomeg esetén T (oco) = 0.

A divergens tag kiszamitdsara tobbféle médszert is hasznalhatunk, ezeknek csak egyike az energia-impulzus
levdgds. Alternativ lehet8ség a tér diszkretizdldsa (1. szildrd test), ez azonban relativisztikusan invaridns
rendszerekben a relativisztikus invariancia megsértéséhez vezet. A szimmetridkat legjobban 6rz6 regulrizalasi
modszer az, ha az integralokat nem 4, hanem 4 — 2e dimenziéban szdmoljuk ki (dimenzids regularizécié). Ekkor
valahany integral elvégzése utan forgasinvarians integrandusunk lesz, itt a kovetkezd formulak alkalmazhatdk

27Td/2 .
[ @ =tz [ v’
d%p 2 1
/ (2m)d ~ (dm)d/20(d/2) / app*

L[ d7T*Ep 2(47p?)® e (4 p2)e L
v /(27?)“5 ~ (4m)APT(d)2 — €) /dppd = (4m)4/2T(d)2 — ) /d'z S (266)

ahol az utolsé tagban végeztiink egy z = p? helyettesitést. Az elsd integral bizonyitésa:

o a .
/ddpe_p2/2 - /dpe_p2/2 = (2m)%? =Kd/dppd‘1e‘p2/2 -

x=p?/2 o0
= {p= ()2 b =22 Ky [t e = 2 f2), (267)
dx = pdp
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Az utolsé kifejezésben megjelenik egy p mennyiség: ennek oka az, hogy bar 4 —2e¢ dimenziéban szamolunk, az
integrandus dimenzidjat nem valtoztathatjuk, vagyis valaminek dimenziétlanitania kell a felesleges 2e dimenziét.
Ezért p tomeg dimenzidji mennyiség, de amugy tetszolegesen véalaszthatd. Ezen dimenzids skéla megjelenése
elkeriilhetetlen kovetkezménye a divergencidk jelenlétének (levigds esetén maga a levdgds jelenti a skdldt).

Az egyik leggyakrabban eléfordulé integral:

(o)
Ir'b—a)l
/dz Za—l(MZ + Z)ib _ (M2)afb (F{Lb))@ (268)
0
Ezen feliil a gamma fliggvények tulajdonsdgai:
I'(z) = /da: e ™
0
I(z+4+1) = 2T (2)
I'(1)=r2)=1,T(1/2)=Vr
1 e
F(E)—g '7E+€<2+12
1 2 2
F(—1+€):—€+’7E—1—€(1— E+2+12> (269)
Végil a végén € — 0 esetén alkalmazhaté kifejtés
&2
X=X o l4elnX+ 2 (lnX) (270)
A tadpole diagramban a (263]) egyenletbél kiindulva irhatjuk
2 3—2¢ 7
1 d p 2 2\~1/2 _ (4mp)® / S1/2-¢ 2\—1/2
dz -
2 | oz ) 2(4m)¥PT(3/2 — 2) (z4m7)
0
Amp?)e r'(-1 3/2 — 2 2N\
— ( T ) (m2)1—6 ( +E) ( / E) — m m 1—\(_1_’_5) _
2(4m)3/2T(3/2 —¢) I'(1/2) 1672 \ dmp?
m? m? 1 m? 1 m?
=——(1-¢l —— -1) = —— —1+1 . 271
167‘(‘2( 5n47w2>< 5+7E ) 16%2( 5+’YE + n47w2) (271)
Emiatt \? ) \
m 1 m
= —— —1+1 =7T. 272
0 327r2( s TE +n47w2>+2T (272)

A divergencia helyett egy polust kaptunk e-ban, a A-fiiggetlen tagok paraméteresen ugyanazok, de méas konstanst
kaptunk mellettiik. FEz altalaban igaz a kiilonb6z6 regularizaciok esetén: a divergencidk mellett megjelen6
konstansok kiilonb6z6ek lesznek.

A véges hémérsékletii tagban alacsony és magas homérsékletii kifejtést végezhetiink el. Alacsony hémérséklet
esetén B — oo, ekkor a kifejezésben exponencialisan elnyomott tagok erejéig

3/2
/da: Va2 — (Bm)2e® = —Kl(ﬁm) E (TZZ) e Pm. (273)

Magas homérsékleten 8 — 0, a Sm szerinti kifejtés azonban nem egyszerii

T2 mT ygm? m? m?
=— - — - — 1 -1]. 274
T=% " s i (n (4rT)? > (274)
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Bevezetve Inc, = 1 — 2yg + 2 1In 47 mennyiséget

T mT | om? T

L omE el 275
12 4r 162 m? (275)
Bizonyitashoz a vezet6 tag konnyen kiértékelhet6
™7 e T
= — = —. 2
T( = 0) = 5y /dmem_l = (276)
0
Az els6 tag onnan jon, hogy kis w-ra n(w) ~ T'/w, azaz (bevezetve (fmy)? = 22 — (8m)?)
2 O 2 2 A
T Y T T T mT
LR ,:7[A_f }:7_7. 277
on? | Wp 1 a2 PA M = om 1 (277)

A divergens faktor kiesik a sorfejtés tovabi tagjainak figyelembe vételénél. Erdekesség: ez a tag olyan, mintha
3D tertink lenne. ..
A magas hémérsékletii kifejtést beirva a dimenzds regularizacié egyenleteibe:

A 1 m? T mT  m? 4ArT?
AN B SN SO SRV | 278
0 { c16n2 T12 T Am 162 (n 2 VE)] 7

3.7.2 Bubble (buborék) diagram
Most vizsgaljuk a 4-pont fliggvényeket. Vezetd rendben kapjuk
—iA

(D(21)®(22)P(23)P(24)) g1y = = (P(21)P(22) P (23)P(24) D) = —iA2m)* (ki + ... ks).  (279)
P 24 amp
A kovetkez6 rendben:
1 /—ia\? 4
(D(21)®(22)P(23) (24)) 41y = 9 (24> <q’($1)q’($2)‘b($3)q’($4)‘1’4@/ >amp~ (280)
Fourier térben, a kiilsé impulzusokat ki, ... ks-gyel jelolve
A2 d*p .. . . . . .
%) @y [iG (k1 + kg — p)iG(p) + iG (k1 + k3 — p)iG (p) +iG (k1 + ka — p)iG(p)] . (281)
Lathatéan érdemes bevezetni
. dp dq ., 5
T0) = [ s G GlaiG) (2m)Patk—p ) (282)

Valdjaban iZ(k) a ®2 korreldciés fiiggvényével 4ll kapcsolatban, vagyis az altaldnos korreldciés fiiggvényekre igaz
megallapitdsokat haszndlhatjuk rd. Emiatt barmely kétpontfiiggvény (egyensilyban) kifejezhet a megfelel
spektrélis fliggvénnyel, ami a ([®?(z), ®2(0)]), kifejezve iG?{}%z — iGY2 4>. Amit tehdt ki kell szdmitanunk:

DisciZ (k) :/(iGzl(Q)iGzl(p)*iGlz(q)iG”(p)) Sk (p+q) :/Q(Q)Q(P) [(1+ 70 ) (1 4 12) — Mo g ) Ok (PH4),
p,q q,p (283)
ahol

/ - /(;:)14 (;lﬂ_])?47 ok(p+q) = (2m)*6(k —p —q). (284)
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Szabad esetben felirva a spektral fliggvény alakjat:
1

dwpwg

DisciZ(k) = /

aQ.p

[{(%)6(% — oy — ) — 23k — wp — wg)] [(1+ 1) (1 + 1) — nping] +

[(2m)d (ko — wp + wq) — (2m)3 (ko + wp — wg)] [(1 4+ np)ng — np(L +ng)] (277)35(1{ -p—q).
(285)

Lathatéan kg — —kg-ra a kifejezés jelet valt, ezért ezek utan elegendd kg > 0 esettel foglalkozni.

Ertelmezés: az elsé tagok azt irjak le, hogy egy ko energidju részecske elbomlik két, tomeghéjon levd
részecskére, vagy azokbdl eléall. A statisztikus faktor a bomldsndl 1 + n, a keletkezésnél n (bozonok). Nulla
homérsékleten nincs jelen részecske, ezért kizarolag a bomléds johet széba. Ez a jarulék csak akkor van, ha
van elég energia a bomldshoz; mivel w, = \/p? + m? > m, ezért ko > 2m legaldbb kell ehhez (pontosabban 1.
kés6bb). A mésodik tagok egy, a héfiirddbdl érkezd részecske szérasét irjdk le (Landau csillapodés). Ez a tag
nincsen nulla hémérsékleten.

Ennek kapcsan elgondolkodhatunk arrdl, hogyan is nézhet ki dltaldnosan egy kétpont korreldcids fliggvény
diszkontinuitdsa. Mindenképpen tigy kaphatd, hogy G?' — G'2, ami azt jelenti, hogy az elsd esetben a bal oldali
vertex 1, a jobb oldali 2. A bal oldali vertexhez kapcsolddik egy olyan domain, amely kizardlag 1-es vertexeket
tartalmaz, a jobb oldalihoz egy olyan, amely kizardlag 2-es vertexeket tartalmaz. A két domain-en beliil minden
propagator G1! illetve G?2, ezek tomeghéjon kiviili propagaldst is megengednek. Ha ezen masodik domainben
minden 1-est 2-esre cserélnénk, akkor a jarulék komplex konjugaltjat kapnank.

A két domain kozotti propagatorok G'2, ezek azonban tartalmaznak egy tomeghéj Dirac-deltédt, vagyis valédi
(nem virtuélis) részecskéket {rnak le. A teljes jarulék tehdt, ha ¢ kozbiils vonalunk van, szimbolikusan

/UV*(inl...iGgl —iG? .. G = /UV*Ql...Q[((l—l—nl)...(l—‘rn() —n1...N). (286)

Mivel fel kell irnunk az 0sszes lehetséges U-ra és V-re, végeredményben az 0sszes 1 — £ d&tmenetet leir6 diagramot
figyelembe vessziik, ezt jeloljitk M -lel. Ezzel a teljes jarulék

DisciG™ = Z/ My oor. 00((1+n1) ... (L+ng) —ny...np). (287)
¢

Ez a képlet vagési szabaly néven ismert, mert az Osszefiiggd grafot ketté kell vagni propagatorok elvagdsaval,
és az elvagott vonalakra kell beirni a fenti képlet szerinti jarulékokat. Ha nulla hémérsékleten vagyunk, akkor
marad:
Disc iG™ 7o = Z/ Moo @) (ko — wor — -+ — i) (288)
spatial

(Cutkosky szabaly).

A végési szabalyokat 1" = 0-n konnyen meg lehet érteni a kvantummechanika nyelvén. Legyen Sy, a végtelen
idejli |p) — |q) szdérds amlitiddja (S-métrix). Az Gsszes dllapot teljes rendszert alkot, ezért

> ShiSka = bpg, (289)
k

az S-matrix unitér. Felirva
S=1+iM = (1-iMHYQ+iM)=1 = 2ImM = M'M. (290)

Mivel MTM az dtmeneti valészintiségekkel van kapcsolatban, melyet hol szérasi amlitidéként, hol bomldsi
valészintiségként értelmezhetiink, a fenti egyenlet Gsszekapcsolja a teljes bomldsi valdszintliséget illetve teljes
szorasi hataskeresztmetszetet a megfelel spektral fiiggvénnyel (optikai tétel).

Nulla hémérsékleten a bejové energianak kell fedeznie a kozbiilsé részecskék energidjat, ami azt jeneti,
hogy csak kg > Zle m; energidkon kezd életbe lépni az f-részecskés jarulék. A nulla hémérsékletli spektral
fiiggvény tehat a legkisebb tomegii kozbiilsé allapot tomegeinek Gsszege alatt nulla, vagyis szélsoséges esetben
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(ha tomegtelen kozbiilsd dllapotok is lehetnek) a fénykiip alatt lesz nulla. Ez mdsrészt szoros kapcsolatban van
a kauzalitdssal, hiszen egyszerre mérhetd (azaz kommutdl) minden olyan operdtor, amelyek térszertien vannak
elvdlasztasztva egymadstol. Az {ijabb és 1jabb kozbiils6 dllapotok a megfelel6 tomegii kiiszobok felett kezdenek
jarulékot adni.

Véges homérsékleten a héfiirdobol érkezé részecskéken vald szérds miatt bonyolultabb a helyzet. Ekkor a
spektral fliggvény nem csak a részecske keltést tartalmazza, hanem a szérasokat is, amelyeknek nincsen kiiszobiik.
Emiatt véges hémérsékleten (végtelen térfogatban) minden energidn van értéke a spektrélfiiggvénynek! Ez azt
is jelenti, hogy minden korreldcids fliggvény imaginarius része nem nulla tetszéleges energian, azaz nem léteznek
stabil részecskék (aszimptotikus dllapotok).

Emellett véges homérsékleten a feljebb emlitett homogén 1-es vertex domainekben megjelenhetnek 2-es vertex
szigetek (és viszont). Nulla hémérsékleten az ilyen szigetek megjelenését az energiamegmaradds megtiltja, de
véges hémérsékleten mint spektator (megfigyel$) folyamatok, melyek fiiggetlenek a {6 szérastdl, jelen vannak.
A vagasi szabdlyok emiatt nulla hémérsékleten nemcsak a diagram kettévagdsabol dllnak, hanem tetszélege,
egymaést nem metsz6 vagy érinté vonlakkal torténé darabolast jelenti.

Visszatérve kiszamitasdhoz kg > 0 esetben: az els6 két Dirac-deltabdl csak az egyik marad, a masodik
sor két jaruléka ugyanaz, vagyis kapjuk:

. dBp 27
0T = [ 52
1

1 oo
= / dx/dp P {5(1@ —wp —wq) (1 +np +ng) +28(ko — wp + wq)(ng — np)} . (291)
8m Wpg
1

[5(1% —wp —wg) (L + 1y +ng) +28(ko — wp + wg)(ng — ”p)] =

ahol q =k — p. ij valtozé

4 dq, |k —pl <q<k+p, (292)

x —q, q2:k2—|—p2+2kpx = pdx:k

vagyis k, p, g haromszoget alkothat. Emiatt

pg

Wplq

DisciZ(k /dqdp Oa(k,p,q) {5(1@0 —wp —wg) (1 +np +ng) +26(ko — wp +wq)(ng — np)} =

0

1 7 o
7 / /dwq {5(]“0 —wp — wg) (1 +np +ng) + 26(ko — wp + wy)(ng — np)} =
0 w_

ik: [ (W > ko —w>w_)(1+n(w)+nky—w)) +

+20(wy > w — ko > w_)(n(w — ko) — n(w)) (293)

ahol w3 = (k £ p)? + m?. Mindkét theta-fiiggvény ugyanazt adja

wy > ko —w| > w_
|K? — 2kow| < 2kp
4K?w? — 4K kow + K* — 4k*m? < 0. (294)

A nullpontok helye
ot = L (g £y /1o 22 (295)
T2\ K? )

Ez akkor valés, ha K2 > 4m? vagy K? < 0. Az egyenl6tlenség megoldasa tehat:

K?2>4m?> = Q,>w>0Q_
K?<0 = Qi<w vagy w<Q_. (296)
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Miutdn Q_ < 0 ha K2 < 0, ezért ez nem ad jarulékot az [m, oo] tartomanyban. A tSbbi esetben belathatd, hogy
K? > 4m? esetén Q_ > m illetve K2 < 0 esetben 2, > m. Figyelembe véve még azt is, hogy kg — Q = Q_
kapjuk

Q4
2
DisciZ(k) = %@(I@ > 4m?) /1 — 4% + ﬁ (O(K? > 4m?) + O(K* < 0)) / dwn(w). (297)
-

Ertelmezés: nulla hémérsékleten csak az elsé tag marad, ez megfelel egy kiiszobnek (két részecske keltés), és az a
folotti két részecske allapotnak. Véges homérsékleten médosul a nulla hémérsékletii tag egytlitthatéja, valamint
megjelenik egy 1j tag k3 < k2, vagyis a fénykip alatt (Landau csillapitas).

Mivel
/dwn(w) =TIn(l — e ") (298)
ezért
. . o 1 2 2 4m2 T 2 2 2 ]_ — 67594»
DisciZ(k) = QQ(K > 4dm=)4/1 — w P (O(K? > 4m?) + ©(K? < 0)) In R (299)
Néhany hatéreset
e Kis kg-ra a Landau csillapitas alakja
. ko k 4m?
e Kis k-ra a nulla hémérsékletii tag korrekcidja:
1 2 2 4m2 ko
e Magas hémérsékleten (8 — 0) a mdasodik tag
T ko + kv 4m?
—— (O(K? > 4m?) + O(K? < 0)) In | =/1— . 302
1 (00 > am) 017 <) m [P0 = (1= T (302)

A valés rész aranyos az imagindrius résszel, azaz magas homérsékleten T-vel. Mivel a végeredmény di-
menziétlan, valaminek dimenzidtlanitania kell a homérsékletet, ez lehet kg, k vagy m. Nulla tomegii eset-
ben azonban a témeg nem szerepel, vagyis kis impulzusi tartoményban sziikségszertien 1/{k, ko} jellegii
fliggést kapunk.

A nulla hémérsékletii taghdl szamolva a valds részt divergenciat kapunk, hiszen nagy frekvencidkra

A
1 dw DisciZ(w, k)| 1 dw 1 A
isciZ(w — oo) &7 dic o ko —w + ie 1672 | w 1672 0 (303)
N

Hogy a nulla hémérsékletii rész valds részét megkapjuk, levonhatjuk ezt a tagot, és a véges részt numerikusan
szamolhatjuk. Azonban megkaphatjuk gy is, hogy kézvetleniil a nulla hémérsékletii integralt szamoljuk. Ekkor
nyugodtan vehetjiik az 11 propagétort, hiszen alapjan G = G"*+ G2, azonban T = 0-n G'?(py > 0) = 0.
Vagyis

d*p 1
(2m)t (p? —m2 +ie)((k — p)? — m2 + ic)

4
(K, m) = / (;lﬂf;l G (p) iGM (k — p) = — / (304)
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A szokésos eljards az, hogy az idébeli integréldst, amely [—oo, oo] hatdrok kézott megy, elforgatjuk a komplex
tengelyre (Wick forgatds), valamint kg-nak is imagindrius értékeket vesziink. Ekkor

0 100

/dko f(ko) = /dkof (ko) = /dko (ikE). (305)
4 — 2e¢ dimenziéban felirva az integralt

d4—2ap 1

> =p+p° 306
2m)3=2 (p2 + m2)((k — p)2 + m2)’ pT=pytp (306)

T (Kom) = [

A nevezOk szorzatét atirjuk kozos nevezére az aldbbi azonossig segitségével (Feynman paramterizaci):

(307)

- (Az + By + ...+E€)a+,3+~~+6

1
1 7F(a+ﬂ+~~'+5)/dxdy dz5(175U7y7~-~fz)xo‘*lyﬂfl...xsfl
A°BF E°  T(a)[(B)...T(

0

Az integralasi valtozot eltolva p — p + kx szerint, azt kapjuk, hogy

/d / d4 25p 1
11 =
2m)4=2 (p?2 + K2x(1 — x) + m?

1
_ (4mp? / ) > fI‘(s)/ K2zx(1—z)+m?\ °
= /d$716772f‘( 30 dz2'"¢ (2 4+ K*z(1—z) +m?) ~ = = dx T2 .
0

(308)

Innen ¢ szerint kifejtve kapjuk

S(K,m) = —— |-+ 13“1 CK2%(1 - 2) + m?
I°(K,m) { €+VE+O/d 1 ( )} (309)

1672 42

ahol most mér elvégeztiik az inverz Wick forgatast. Lathatéan a divergencia itt is a In A ~ 1/e megfeleltetés
alapjan kaphaté.

Ha m = 0 vagy K2 = 0, akkor mindkét esetben Z¢(K,m) ~ Inm?, In K2, vagyis a K2, m? — 0 esetben
logaritmikus divergencidt kapunk. A véges hOémérsékleti részb6l még divergensebb ~ T'/k faktort kapunk a
valds részben.

Az x szerinti integralas elvégezheté analitikusan. Nézziik meg az integral diszkontinuitdsat. Ehhez x = re®?
rerezentacioban

x>0: r+ic = rer’® = In(x+ie) —In(z — i) = 2ie — 0
x<0: z4ic = re") g —ie 5 re” ") = In(z +ie) — In(z — de) = 2i(m — &) — 2im.(310)
Emiatt
Dkisclnm =0(—z)2in = Dkisciln(w2 — k2) = 2msgn ko O (k2 — w?). (311)
0 0

Vagyis az integral formaja

1 1
_K2 1— 2
DisciZ®(k /dx Disciln zl=z)+m :ngnkO/de) (1—2)K? —m?) =
ko = 1672 47
0 0
1 T am?
— - 2 2 m
= g, sen k:o/dx =3, %80 ko®(K* > 4m*)4/1 — N7k (312)

ami ugyanaz, mint (297) pozitiv ko-kra.
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3.8 Divergenciak a perturbacioszamitasban

A fentiek alapjén felirhatjuk a ®* modell effektiv hatdsat egy hurok rendben:

e = 1/d4k O* (k) (k* —m? — X0)®(k) —

2/ (2m)4
4 4 2
_214/(‘2:)14 (‘3:)44(277)25@1 bt k)R o (k) | A+ %(I(kl Y ko) + Z(ky + ks) + T(ky + ka))

(313)

Az effektiv hatasbdl véges kifejezések vezetnek a fizikal megfigyelheté mennyiségekig, vagyis a fenti kifejezésnek
minden (reguldris) konfigurdciéra végesnek kell lennie. Azonban a klasszikus kifejezésen tiili radiativ korrekcidk
nagyon sok szempontbdl rosszul viselkednek. Alapvetéen kétféle problémat kell kezelntink:

e ultraibolya (UV) divergencidk: a radiativ korrekciékban szereplé integrdlok divergensek, vagyis szigortan
véve nem értelmesek a kontinuum limeszben. Ha egy véges rendszert néziink, pl. egy kristalyracsot, akkor
ugyan végesek a radiativ korrekcidk, azonban nagy értékeket vehetnek fel. Emiatt a perturbaciészamitas
érvényessége kérdGjelez6dik meg (hiszen a korrekcié nagyobb lehet mint a formélisan vezet6 rend).

e infravoros(IR) divergencidk, illetve IR érzékenység: bizonyos fizikai paraméterek véltoztatdsdval is
felléphet olyan helyzet, amikor a perturbativ korrekciok nagyok lehetnek. Ezek mindig olyan helyzetet
jeleznek, amikor az akar gyengén kolcsénhaté rendszer egyre tobb és tobb mddussal kertil kapcsolatba, igy
a gyenge kolcsonhatasok is feler6sodhetnek. Néhany prototipus ezek koziil:

— tomeghéjon propagalé részecske propagatora is IR divergens: ezt a sajatenergids jarulékokat
felosszegz6 1PI formalizmus oldja meg. Fizikailag a tomeghéjon propagald részecske sokdig él, azaz
sok kolcsonhatdsra van maédja.

— ha a hémérséklet nagy, akkor az egy hurok relativ témeg korrekcié ~ AT?/m?, az egy hurok relativ
csatoldsi 4llandé korrekcié ~ AT/m. Ha tehat T > m/+/\, illetve T > m/\, akkor az egy hurok
korrekcidk nagyobbak a vezeté rendnél. Fizikailag a nagy hémérséklet sok nagy energidas moédust
jelent a hoéfiirdében, vagyis sok potencialisan kolcsénhaté médust.

— ha nulla toémegii elméletiink van 7" = 0-n, akkor az impulzus nulldhoz tartasaval ~ Ink jellegli
divergencidkat kapunk. Ugyanigy ha az impulzus nulla, a tomeg nulldhoz tartdsival jelennek meg
~ Inm jellegii divergencidk. Véges hdmérsékleten még erésebb, ~ T'/k jellegli divergencidk léphetnek
fel. Fizikailag a nulla témegt kis impulzusi részecskék nagyon kis energiabefektetéssel kelthetdk, igy
nagyon sok médus van jelen a hofiirdében.

— ha nulla tomeggel kolcsonhatasban levo véges tomegili részecskét tekintiink, akkor a tomeghéjon a
sajatenergiaban is varunk logaritmikus vagy erdsebb divergenciat. Ennek oka, hogy a tomeghéjon
propagalo részecske sokdig €él, vagyis sok nulla tomegl gerjesztéssel 1éphet kapcsolatba.

— a Bose-eloszlds kis energidn n(w) ~ T/w, azaz divergens. Oka a nulla témeg6 bozonok kollektiv
viselkedése.

— két részecske kozel azonos impulzussal propagalva divergencidhoz vezethet: ennek oka, hogy sokaig
propagalnak egymas mellett, ami sok kolcsénhatéasra ad lehetGséget.
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4 Linearis valasz elmélet

Most targyaljuk réviden a nemegyensilyi rendszerek hosszu idejli viselkedését. Ehhez azt a gndolatmenetet
fogjuk kovetni, amit egy valédi kisérletben is tennénk: reggel (tg — —oo) bemegyiink az (egyenstilyi) laborba,
és ott elokészitjik a kisérletet. t = 0-ndl kezdjik a kisérletet, melynek végeztével a labor ujra egyensilyba
keriil. Ezt a folyamatot matematikailag gy irhatjuk le, hogy a rendszer kezdeti id6fejlédését, amit mondjuk H
Hamilton-operator jellemez, idofiiggé médon megvaltoztatjuk H + Hey;. A moédositast lehet tobbféle operdtor
segitségével megtenni, mi most valasszunk egyet, legyen ez F', ennek erdsségét szabdlyozzuk idofiiggd mddon
¢(t) szerint. Azaz

H— H+(HF, S= /d% (L —¢(2)F] (314)
Ekkor egy adott lokélis O(w) operator varhaté értéke (224]) szerint

<O /DAOl ) iS[A1]—iS[As)—i [ d*a'¢ (') (Fi(z')—Fa(w )) (315)

Innen a perturbaciészamitas szabdlyai szerint dolgozhtajuk ki a gyenge zavar esetére a fenti kifejezés értékét.
Feltéve ugyanis, hogy ¢ “kicsi”, azaz gyenge a hatasa, akkor sorba fejthetjiik az exponenst:

/ DA O, (z)eiSMA1-i5142] ( / d4x’§(x')(F1(33')—Fg(x’))>n. (316)

{O(2)) =

n n'
Ennek vezeto tagja a varhaté érték egyensilyban, az els6 nemtrividlis tag a linedris vdlasz:

(O()) = (O(x))eq = *i/d“x' (O1(2)(F1(2") — Fa(2))) 4 C(2), (317)
Ahol az eq indexes mennyiségeket mar egyensilyban kell meghatdrozni. Operétorosan felirva

(0@ @) = B = (TO@F(') — aF@)0@) = 6(0) ([O@), F@)]).  (318)

Emiatt
(O(a) = (O@)ey = i [ d'a'e(t ~ ) (10(). Fa)])_ (e (319)
Green-fiiggvényekkel kifejezve:
(O1(2)(F1(2") = Fo(2)) = iGop(a — 2') — iGEp(z — 2') = iGGp(z — a'). (320)

Fourier-térben ekkor igaz a kovetkez6 egyenlet:

(O(p)) — (O(p))eq = G ()¢ (D). (321)

Masodik rendben, kicsit bonyolultabb, de trividlis szdmolas utan kapjuk

(GOR

5 /d4y1d4y2@(t —t1)O(t — t2)( O(t1 — t2) ([[O(x), F(y1)], F(y2)]) +

1Otz — 1) ([[0(), Fly2)]. F<y1>]>)<<yl>c<y2>. (322)

Mivel y; és yo integralasi valtozdk felcserélhetdk, ezért ez a tag gy irhatd, mint

2)2/d4y1d4yz@(t >ty > t2) ([[O(x), F(y1)], F(y2)]) C(y1)¢(y2)- (323)
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4.1 Kiilso erotér

A linearis vélasz elmélet egyik érdekes alkalmazasa, mikor lokdlis kiilsé erOtereket alkalmazunk a rend-
szer befolyasolasira. Az eréteret f erdsiiriiséggel jellemezve klasszikusan a teljesitmény P = fv, ahol v a
sebességeloszlas. Hogy ezt pontositsuk, meg kell mondanunk, hogy pontosan mire is hat az erétér, azaz a
kolcsonhatést kell jellemezni. Emiatt f-et valamilyen térerésségbdl szarmaztatjuk; elektrodinamikai analégiaval
f = ¢E, ahol E a kiils6leg adott térerdsség. A toltést dtharitva a sebességre gv-t (megmaradd) j dramként
pontositjuk. Emiatt tehdt

P =0,0H = —/d3xEj = - /d3inji (324)
Amikor ezt a kvantumos elméletbe akarjuk beilleszteni, akkor j operator lesz, de E kiils6 er6tér egy adott c-szam
fiiggvény marad. A fenti kifejezésbol

t

SH(E) = — / v / Px Byt x)ji (', %). (325)

— 00

A negativ eléjel onnan jon, hogy a rendszer energidja cstkken, ha az dram a kiilsé erétér irdnydba all be (1.
mégneses dipél —mB energidja).
Ha ezt a kifejezést befrjuk a linedris vélasz (319)) képletébe, akkor azt kapjuk, hogy

eq

(O(@)) = (O(@))eq = i / d3x’ / dt’ / dt”<[0(m), ji(t”,x’)]> Bi(t",%). (326)

Jeloljik <[O(x),ji(t’/, X’)]> = 00y, (t —t",x — x'), ekkor Fourier transzformdcié utan

eq
[e’s} t t’
AOR) =i / dt / [ dt” e*otopy, (t— 1" KBt k) =
d p oo t t’
:Z/% %QOJ,-(WLk)Ei(W%k) / dt/dt/ / e’ ettt (==t (327)

Az id&integralok elvégezhetdk, amit kapunk

A(O(k)) = Z'/dw (Z)Q 00, (w, k) E;(k). (328)

2 \ ko — w + ic

Innen azt tehetjiik meg, hogy

dw 1 2 0 [dw 1 2 O a
k= (k—w+> s =50 [ (m) eorlw k) =~ Gon k). (329)
ezzel 8GTS, ()
A _ 9%Goy _
AOR)) = —5 70— Bi(k). (330)

Hogy tovabbléphessiink, két feltételezésiink lesz. Tegyiik fel, hogy maganak a J; operatornak keressiik a
valaszat. Ha nincs kiilsé szimmetriasértés a rendszerben, akkor a g, s, (k) fiiggvény diagondlis lesz. Mivel az
aramok hermitikusak, ez a fliggvény paratlan és valds.

Miésrészt feltételezziik, hogy a kiils§ tér jéval lassabban véltozik, mint a belsé dinamika. Ekkor F(z) kon-
stansnak tekinthetd, vagyis Fourier térben §(k). Vagyis

A(J;) = —i/dw ( ! )2 07,7;(w,0)E;. (331)

2 \w — 1€
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Mivel a p antiszimmetrikus:

fdw [ 1\ i [ dw 1y RS
—z/% (wis) QJiJi(WvO)__§/§ ((wi&:) B (eris) )QJiJi(w,O)_

7 [dw 1 1 1 1 i [dw 2ie 2w
__tfaw _ o (w0) = L[ SE S (., 0)332
2/% (w—is w+z’a> (w—i5+w+i€) 05.1.(«,0) 2/27r D7 1 o ot g g2 s (@, 0)332)

Az elsé tag e — 0 esetben 27id-hoz tart, a masodik tag pedig 2/w-hoz. Tehét az egész eredménye

A() = lim 22:2:02.0)

w—0 w

E;. (333)
Az dram és a térerGsség aranyossagi tényezGje a diffiziés dllando, ami tehéat ugy fejezhetd ki, mint

D:Hmwzhmw.

w—0 w w—0 w

(334)

Ez a Kubo-formula.
Az elektromos vezetOképességre példaul a j = oE Osszefliggés alapjan, felhasznédlva az iranyok egyen-

rangusagat, kapjuk:

(J1, A (w,0) 1. ([Ji, Ji])(w,0)

o= lim = — lim
w—0 w 3 w—0 w

; (335)

ahol az utolsé kifejezésben impliciten Gsszegzést értiink az ismétlodé indexekre.

4.2 Hidrodinamika

A fentiekre specidlis példa a hidrodinamikai transzport egyiitthaték szamoldsa. A hidrodinamika esetében
ugy tériink el az egyensulytdl, hogy globdlis dramlast tesziink fel a rendszerben, és esetleg a hétartaly, amivel
kapcsolatba hozzuk a mikrokanonius sokasaghoz, hely (és idé) fiiggd hémérséklettel rendelkezik.

Hogy a fenti kifejezésekkel kapcsolatot teremtsiink, meg kell fogalmazni a Hamilton fiiggvény szintjén, mit is
jelent az dramléds sebességének és a hotartaly hémérsékletének valtoztatdsa. ElGszor is a Hamilton operator
a négyes-energia-impulzus operator része, ezért Lorintz transzformaciét szenved. Ugyanakkor az aramlas
négyessebessége is Lorentz transzformélédik, ezért az u, P* invaridns. Tekintsiik most a kis sebességek esetét,
ekkor a referencia rendszer az dramldsmentes, © = (1,0,0,0) négyessebességgel leirhaté nyugalmi rendszer.
Jeloljiik ezen feliil u-val az 1j rendszer négyessebességét. Ekkor

HO =gP0) =, P" = a"P" + (u — 1), P* = H+ (u—1u),P" = 6H=—(u—1u),P" (336)

A fenti kifejezésben P* az energia-impulzus tenzorbdl jon. Ezzel altalanositva a fenti képletet, kihasznalva az
energia-impulzus tenzor szimmetriajat, kapjuk:

SH(t) = — / d*x T () (u(x) — @), (337)

Ezen feliill még hét is akarunk koézolni a rendszerrel, ami legegyszeriibben ugy tehetiink meg, hogy a Hamilton
operétort kissé id6fiiggévé teszziik, azaz bevezetiink még egy extra dH'(z) = —dc(z)H(x) Hamilton-siirliség
korrekciés tagot. Mint dltaldban a transzport esetén, most is azzal a feltevéssel éliink, hogy dc kozel konstans.
Ekkor az energia varhato értékének megvaltozasa elsé rendben 6 FE = dcE, vagyis

OF
0c=——. 338
o= 22 (339)
A fenti ardnyt termodinamikai mennyiségekkel is kifejezhetjiik, pl. a hémérséklet véiltozasaval
dlog B 0T 68
dc=— 0l =——=— 339
c 5T =5 (339)

ahol a két utolsé tagnal ekviparticiot tettink fel, ami miatt £ ~ T'.
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Mindezzel a Hamilton operator teljes megvaltozasa, elhagyva a téridé argumentumokat:
6H = — / dBx T (14 dc)u — a),,. (340)

Kés6bb haszndlni fogjuk a U = (1 + dc)u jelolést.
Hogy ezt a fenti teljesitmény alakba tudjuk irni, vegyiik az idéredivaltjat

D00H = — / d*x [00T(U — 1), + T"0oU] = — / &*x [0, T"(U — u),, + T**9U] =
- _/d3xTW8VUM = —/d3xT“”[8U]W, (341)

ahol az utolsé tagban szimmetrizélt formét hasznéltunk, [0U],, = (0,U, + 9,U,)/2.
Ezt az alakot visszairhatjuk a transzport egyiitthatok Kubo formulajéba:

A(T™) = lim ([, 1707]) (w, k = 0)

w—0 w

[OU] o (342)

A fizikai jelentéshez bontsuk fel a fenti kifejezést az egyiitt mozgd rendszer tér és id6 felbontasa szerint. Ehhez

1“”%9‘7 = YueGvo = H;(AIV);QU + HLZV);QU + H;(fl/);ga + Hl(;lu);go’ (343)
ahol
HELIV);QO' = UpUpUy o,
H/(EV);W = %AMVAQW
H;(tgu);ao = Dyt + uptigAyo
Hffu);gfr EAVPTAVZ %AMVAQU’ (344)
itt A az u-ra meréleges altérre:
AWV = g — yly”. (345)

Konnyen ellenérizhetjik, hogy a II projektorok ortogonalisok. Barmely tenzort felbonthatunk a megadott

projektorokkal, hiszen
My = Gupgoo M =S T M. (346)
a

Az energia-impulzus tenzor felbontésa:

T = eulu” — pA*Y + QHu” + QVu* + wh¥, (347)
ahol )
e =uu, T, p= —EAQOT@", Qu = DpuouoT, =10, T (348)

Fizikailag ¢ az energiasiliriiség, p a nyomas, () a héaram, 7 a viszokzitds vagy fesziiltségtenzor. A §H-ban
szerepld T[0U] szorzat ezek utan gy irhatd, hogy

TP [OU] = e(uu’d,U,) — p(A*0,U,) + Q*(u”8,U, + u”9,U,) +

1 2
5T [ Ao (99U +0°U®) = S0 A0 0°U7 | (349)

1. Az elsé tag kihasznélva, hogy u? = 1:

eu’u”0,U, = eu’u"9,((1+ dc)u,) = eutd,oc + (1 + dc)eu”ut O u, . (350)
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Kihasznalhatjuk, hogy v”d,u, = %8Mu2 = 0. Ezen feliil vezessiik be a D = u*d,, jelolést. Ekkor
eu’u"0,U, = eDdc = B~ teD}. (351)

Ezt tovabb alakithatjuk, ha észrevessziik, hogy mivel DB mar elsérendil, a szorzéfaktorban a nyugalmi
rendszer adatait kell hasznalnunk. Ennek energia-impulzus tenzora

™ = (e + p)ut'u” — pg"”, (352)
és az energia-impulzus megmaradés egyenlete miatt
w0y (T = u, 0, ((e+p)uru” —pg"”) = u” 0, (e+p)+(e+p)dyu” —u,0"p = u”d,e+(e+p)d,u” =0 (353)

(Euler-egyenlet). Itt w = € 4+ p az entalpia. Mivel ebben a tdrgyaldsban nincs kémiai potencidl, ezért
w = Ts. Ugyanakkor f =e¢ —Ts = —p, és df = —sdT — pdV. Vagyis

of _ pop
=Ts=-T—==T—=-0— 4
weae or ot = 95 35 (354)
Az Euler-egyenlet miatt
Op Oe Dﬂ dp
De = Df— = —wo,u” = f——0,u”
€ Jé; wo,u 565 o5 5 856 (355)
Végiilis az els6 tag
eu’ut0,U, = B 1eDp = E%ayu". (356)
2. A maésodik tag
— pAM DU, = —pA D, (1 + ), = —pA* (1 + ), ~ (357)

ahol kihasznaltuk a linearitést, és u, és d,u, ortogonalitasat. Az els6é és masodik tag dsszevonhato:

eu’u"9,U, — pA* I, U, = — <p - 52) ou’ = —p'o,u”. (358)

3. A harmadik tagban
Q" (u”0,U, +u’9,U,) = Q" (v’ dyu,, + u”u,0,dc + u”0,u, + 9,6¢) = Q*(Duy, + B19,8), (359)
ahol kihasznaltuk, hogy Q*u, = 0, és hogy u”d,u, = 0.
4. A negyedik tagban olyan tipusi jarulékok szerepelnek, hogy
ALe0%U7 = A e (0%U° +u0%ic) = A, 0%u°, (360)
hiszen A,,u” = 0. Emiatt ebben a tagban nincs jaruléka a hdmérséklet gradiensnek.

Végiil tehat oda jutottunk, hogy
1
T [OU) 0 = —p' A 0" u” + Q*(Duy, + B~ 18Hﬁ) 77”” {AHQAM((? u? + 9%uf) — AWAQ[ﬁguU . (361)

Elsé rendben a projektorokban a nyugvo rendszer négyessebességét hasznalhatjuk. Ekkor

ifu=0o0rv=0

B 0
Uy, = 50,“ A;w = { 751,]. ifu#0andv #0 (362>
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valamint Q° = 0 és Q° = T°. Tehat
. 1 .. 2 ;
T+ [8U]W, = p/aiui + Tm(Dui + 6_1816) + 571’” aiuj + 8jui — géijaiuz . (363)

A forgasinvariancia miatt a kiilonb6z6 transzformacios tulajdonsdgokkal rendelkezd operatorok kom-
mutdtordnak varhaté értéke nulla. Ezért azt irhatjuk (342)) alapjén, hogy

510t WPD k=0

[TOi, T01]> (w, k = O)

(Du' +5710'B),

5w ) = tim LA EKZO o) oy~ Bt (364)

Az egyiitthatokat a fenomenologikus hidrodinamika mar elnevezte
2
) <p/> = (0;u;, O <T01> = —K,(Dui + 6‘16i5), ) <7Tij> = g {&uj + 6jui — 3(5ij8mum] . (365)

Innen leolvashatdk a transzport egyiitthatok értékei. Kihaszndlva még, hogy a kiilonb6z6 komponensek varhato
értéke ugyanaz, a kovetkezo kifejezéseket kapjuk:

(', p]) (w k= 0)

¢ = lim

w—0 w
o — lim ([Tor, Ttn]) (w, k =0) 1 i ([T, Toi]) (w, k = 0)
w—0 w 3 w—0 w ’
_ o k —
n = lim (2, mo]) (W k=0) 1. ([mij, 7)) (0, k = 0) (366)
w—0 w 5 w—0 w

A fenti targyalds kiegészithet6 megmarado részecskeszamhoz tartozéd részecskearamldssal is.
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5 A perturbaciés sor atrendezései: renormalas és felosszegzés

El6szor foglalkozzunk az UV divergenciakkal. Elészor allapitsuk meg néhény tulajdonsagat a kiszamolt példak
alapjan

e a tomeghez ~ A? valamint ~ m?In A, a csatoldsi allandéhoz ~ In A divergencidt kaptunk.
e a divergencidk lokélisak voltak
e a divergenciak nem filiggtek a hémérséklettol.

Ezen tények miatt a kovetkez6 heurisztikusnak tiné eljarast kovethetjiik. Az effektiv hatdsnak végesnek kell
lennie, mert ez irja le a fizikat. A klasszikus hatds azonban semmit nem {ir le, ez csak egy kiindul6 alak a
pertrurbiciészdmitdsban. Emiatt nincs okunk feltételezni, hogy paraméterei, nevezetesen m? és A, végesek.
Valéban, ha megengediink végtelen értékeket, az effektiv hatdsban kikiiszobolhetjiik a végteleneket.

Hogy ezt lassuk, vezessiik be a

2 2 \div 3)‘2 div
Moy = M° + NG, Aren = A+ —T (367)

ren 2
renormalt mennyiségeket, ahol a “div” indexek a divergens részeket jelentik, és ¥ a A nélkiili részt jelenti. Ha
ezeket végessé tessziik, ami azt jelenti, hogy m? és \ végtelenek, akkor a teljes egy hurok jarulék véges lesz O(A\?)
relativ rendig, ami mar a két hurok korrekcidk vildgaba tartozik. Kérdés persze, hogy mit jelent a “divergens
rész”. Jelentheti pl. az 1/e-nal ardnyos részeket, vagyis konkrét esetben:

A 2 2
m?‘en = m2 - o 17 )\ren = A= 3 1
3272 ¢ 3272 e

(368)

Az egy hurok rendben még van m? és \, emiatt szigortian véve nem végesek. Azonban pl. a sajatenergia esetén

_ 3N2 _ _
m2 + )‘20 (m2’ T) = m%en + ()\ren - TIdw) [20 (mgen - )‘2(31“)7 T) - E(r)lw (mgen

= mzen + )\ren [EO (mzenv T) - igw (mzen)] + O(A2) (369)

_ )\i(r)lu))] _

Ez azt jelenti, hogy a végtelenek magasabb, jelen esetben O0)(\?) rendre tolédtak.

Ezt az eljarast hivjuk renormalasnak, mikor a Lagrange-fligvényben szereplé paramétereket atértelmezve
(végtelen faktorokkal) végeredményben véges eredményhez jutunk.

Formalisan ezt a gondolatot a koévetkez6képp lehet végigvinni a perturbaciészamitdsban. A klasszikus
Lagrange-fiiggvényt két rész Osszegeként allitjuk el6: £ = Ly, + Let, az elsO mar a renormalt értékeket tartal-
mazza, a masodikban a divergens ellentagok (counterterms) taldlhatdk, ezek formdlisan a csatoldsi dllandéban
magasabb rendiiek. Emiatt csak abban a rendben keriilnek felhasznélasra, amely megfelel az adott ellentag-rész
csatolasi dlland6 hatvanyanak, és ott semlegesiti a divergencidkat. Néhdny megjegyzés ezzel kapcsolatban

e A Lagrange-fliggvényben perturbaciénak tekintjiik azokat a tagokat, amelyek bar végtelenhez tartanak,
de a renormalt csatolasi dllandéban magasabb rendiiek. Ezt tekinthetjiik az elmélet inkonzisztencidjanak,
azonban a végeredményben minden fizikai mennyiség véges lesz minden rendben (1. kés6bb), vagyis az
eredményiil kapott sorok mér a szokasos értelemben is perturbécios sorok.

e A renormdldsi gondolat csak akkor miikod6képes, ha minden divergencia olyan alaki, mint a klasszikus
Lagrange-fliggvény. Ha mas korrelacids fliggvény is divergensnek bizonyul, akkor a Lagrange-fiiggvényt ki
kell egésziteniink azzal a taggal, amelyik ezt semlegesiteni tudja, és az egész szamolést el kell végezniink,
ezt az Uj tagot is belevéve. Akkor beszéliink renormélhaté elméletrol, ha ez az eljaras konvergens, azaz a
Lagrang-fliggvény csak véges sok tagot tartalmaz.

e A renormélds soran impulzusfiiggé tagokhoz is kell ellentagokat felvenni (1. késébb), példdul ~ ®5?P-
hez. Ennek az egyiitthatéja azonban az eredeti, klasszikus Lagrange fliggvényben 1! Hogy ezt is flex-
ibilissé tegyiik, a kvantum tér normaldsit kell megvaltoztatnunk, vagyis ®2 — Z®?2 4tskaldzast kell
végrehajtanunk. Ezt hivjuk hullamfiiggvény renormaéalasnak.
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Nézziik meg ®* elmélet esetén hogyan megy a renormaélds. Az eredeti, klasszikus Lagrange-fiiggvény alakja

1 m2 )\0
L=(0,90)% — D5 — = PP 370
Az itt szerepl terek korreldcids fiiggvényeit nem lehetne végessé tenni a csatolasi dllandék hangolasédval, sziikség
van a hulldmfiiggvény renorméldsara is: ®2 = Z®?2, ezzel

Ab

ﬂ<I>4, mi=27Zmd, X\ = Z*X. (371)

A m?
L=2(0,0)° - Ld° -
@02 -
A “b” index{i mennyiségek a bare (csupasz) csatoldsi dllanddk. Ha Z, my, és Ay, faktorokat megfelelden valasztjuk
a levagas illetve ¢ fiiggvényében, akkor innen mér véges elmélethez juthatunk. Perturbaciészamitasban a fenti
alakbdl renormélt részt + ellentagokat csinalunk

1 m?2 Ar 6z dm? o\
= (9 P)2 — renp2 _ ren p4 2o )2 — g2 - Zpt )
L= 5007 =" et 4 22 (0,0)° - So-0? - St (372)

ahol 6Z = Z — 1, 6m? = m% —m? O = Ap — Aren, s ezek formélisan magasabb rendiiek a csatolasi dllandé

ren’

kifejtés szempontjabdl, mint a vezet6 rendek, azaz

6Z =X Moz, om®=2>_Nomi, A= ND N (373)

Hogy az ellentagokat, illetve valamely megfigyelheté mennyiség véges értékét meghatdrozzuk, a kovetkezd
stratégiat kovetjiik:

e El6szor bevezetiink valamilyen regularizdciot az elméletben, amellyel szamolva mar véges integrédlokat
kapunk.

e Ezutan rendrdl rendre felirjuk az 6sszes Feynman grafot tetszoleges korrelacids fiiggvényhez. Ez fliggvénye
lesz a renormélt paramétereknek, valamint az addig a rendig széba jovo ellentag-részeknek.

o Az ellentagokat tigy valasztjuk meg, hogy az adott rend véges legyen. Hogy ez megteheto, azt demonstralni
fogjuk a kés6bbiekben. A legalacsonyabb rendben csak a legelsé ismeretlen ellentagok fordulnak eld, igy
azokat onnan meg tudjuk hatarozni. Tegytik fel most, hogy valahanyadik rendig meghataroztuk az ellen-
tagokat. Egy adott rendii jarulék fiigg az alacsonyabb rendii ellentagoktdl, valamint az adott rend 1j ellen-
tagjaitdl is. Mivel az el0bbieket mar ismerjiik, feltételezésiink szerint, az 1j ellentagok meghatarozhatok.

e Az ellentagok megvalasztdsa nem egyértelmii, hiszen ha pl. §\; eltiinteti a divergencidkat az adott rendben,
akkor A1 + A\ is megteszi ugyanezt, ha A\ véges. Ez Osszefiiggésben van azzal a bizonytalansaggal,
ahogyan egy graf “végtelen részét” definidljuk. Az ellentagok kijelolésének mikéntje adja meg a renormdldsi
sémdt; azaz egyik sémabdl a masikba gy térhetlink at, ha megadjuk a véges kiilonbségeket minden
rendben. Pl. a ®* modell sajitenergidjanak meghatdrozasakor nulla hdmérsékleten frhatjuk (1. (272))

Arenm? 1 m2
EO = m%en T;en <E —+ YE — 1 + In 4;;2) + 5777% (374)

Héarom kiilonb6zé séma népszerii (de persze barmely més is megtenné).

Arenm2,, 1 Arenm? m2
. 2 _ 7‘ren'lPren MS __ 2 ren''fren ren
MS : 5m1—Wg = X mren+32ﬂ2(7E1+ln4ﬂu2>
— Arenmm? 1 NS Arenm? m2., (375)
. 2 ren''tren MS _ 2 ren''tren ren
MS : 5m1 = 7? |:€ —+ YE — 1 — 1n(471'):| = EO = mren + 32772 hl M2
OM:  omf=-%3 " = sPM=m2 .
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Hasonléképpen a csatolasi allandé esetére

302 [ 1 A2
I =X\+6x+ 3.7 |t E lnzﬂ + 5 Lpin(ky + k2) + yin(ky + k) + Lpin (k1 + ks)]
3M2 1 3)2 [1
MS _ = MS _ L
= AT = 3972 OA 39,2 L YE —|—ln47r] . (376)

e A renormdlt mennyiségek meghatdrozdsdnak médja a renormdldsi el8irds (renormalization prescription).
Lehet egyszerlien megadni az értékeket, de lehet bizonyos megfigyelheté mennyiségekbdl szarmaztatni
ezeket. Mondhatjuk pl. azt ®* modellben, hogy

G N T=0,k>~M*) =k - M +0(k*—- M*»?), THT =0,k =0)=N\. (377)

Fizikailag ez azt jelenti, hogy a részecske tomege M legyen egységnyi reziduum mellett, az alacsony energias
szoras szorasi hataskeresztmetszete pedig

do A2

— =9 hol s = (ki + k)2 7
a0~ Gipzy Mol s=(kitke) (378)

Valéjaban a hullamfiiggvény renormalds fizikai értékétél fiiggetlenek a megfigyelheté mennyiségek. Csupan
azt {rja le, hogyan reprezentdljuk az elméletet terekkel. Emiatt értékére barmely (véges) szédmot
valaszthatunk.

e Ezen eljdrdssal minden korreldcids fliggvény véges értekii lesz (1. késébb)

A renormaldas matemematikailag analitikus elfolytatasnak felel meg. Ha a teljes Lagrange-fliggvényt tek-
intjiik, abban a Z(A), mi(A) illetve \y(A) mennyiségek szerepelnek (most A a regularizalé paraméter). Ezek
kifejthetok a renormalt csatoldsi allandd szerint, ahogyan lattuk képletben. Ennek a sornak a tagjai azon-
ban nagyok lehetnek, hiszen mind tartalmaz divergens (s6t, a magasabb rendek felé haladva egyre divergensebb)
részt is. Ezért a Lagrange fiiggvény mint sor konvergenciasugara nagyon Kkicsi lehet. Ugyanakkor a fizikai men-
nyiségek sora véges tagokat tartalmaz, vagyis a konvergenciasugar sokkal nagyobb lehet. Ez jél ismert a sorok
esetében is. Ha pl. van egy sorunk, amelynek perturbativ kifejtése

o0

f(z) = Z Q"x", (379)

n=0

akkor ennek konvergenciasugara |z| < 1/Q. Egy 4j véltozdval azonban, amely kis z-ekre megegyezik x-szel:
y=x/(1 — Q) a figgvény f(y) =1+ Qy minden értékre konvergens.

Még pontosabban utdnanézve egy altaldnos sémdban (pl. MS) szdmolva a fizikai mennyiségek sora aszimp-
totikus, ami azt jelenti, hogy konvergenciasugara nulla. Gréafokat tekintve ennek az az oka, hogy mn-ed rendben
megjelennek n!-sal névekvé tagok (renormalon). Ez azonban nem jelenti azt, hogy minden séméaban ugyanolyan
rossz a konvergencia. Erre késébb, a renormalasi sémak viszonyanak vizsgalatakor fogunk visszatérni.

5.1 Overall divergenciak

A renormadlas stratégiaja akkor miikodik, ha csak olyan mennyiségek divergensek, amelyek a Lagrange-
fligvényben szerepelnek, lokélisak, és nem fliiggenek a kornyezeti paraméterektél, pl. a homérséklettél. Ez
utobbi esetben ugyanis nem lenne a kornyeyettél fliggetlen mikroszkopikus dinamika. Hogy ezeket a kérdéseket
megvizsgaljuk, nézziik meg kozelebbrol a diagramok UV divergenciait.

Egy diagram lehet UV divergens gy, hogy minden propagator impulzusa végtelenhez tart, vagy tugy, hogy
csak egy aldiagram impulzusai tartanak végtelenbe. Az els6t hivjuk overall divergencianak, a mésodik az aldiver-
gencia esete. El8szor foglalkozzunk csak az overall divergencidval (ami egy adott diagram esetén nyilvénvaléan
a leger6sebb divergencia).

Vizsgaljuk meg, hogy milyen diagramok lehetnek overall divergensek egy altalinos elméletben. Di-
menzidanalizist végziink, a tomeg-dimenzidkat szdmoljuk (a i = ¢ = 1 egységrendszerben az impulzus témeg
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dimenzidju, a tavolsig inverz témeg dimanzidji, a derivdlds megint tomeg dimenziéji). A hatdsfunkciondl
dimenziétlan, [S] = 0. Emiatt d dimenziéban

S:/dd:cﬁ = [Ll=d—4
L—®0*+m*)d = [B(z)] :%—1—> 1;
(k) = /dd:ve“”@(:c) = [®k)] = —g -1 -3

d 2d
L—g8 = [gl=c+d=F =0 = [p]=0: c=-—
d—1 3
Lom¥V = [V =—— =7
; d+1 5
U(k) = /ddaseZk’”\IJ(x) = [U(k)] = _% - —;
2b)d p=c=
L g(UT0)P0¢ = [g]=btc+d- % b=est)
(380)
Vizsgaljunk most bozonikus elméleteket. Az effektiv hatds dimenziétlan, impulzustérben a @™ tag
egylitthatojanak dimenzidja tehdt
d*ky d*k d+2
r 2 (2m)4S k)T (k1, ... ky) ®(k1)...2(k,) = dn—d——— r,] =0,
_>/(27T)4 (27r)4(7T) (Z Wk, .. kn) ®(k1) (kn) n 5 n+ [[y]
d—2
[, =d- n. (381)

Ezt a dimenziét valami dimenziés paraméternek kell hordoznia. Ez lehet a levagas, és altaldnos esetben meg is
jelenik ez a faktor. Ha a csatoldsi dlland6 dimenzi6ja [A], akkor f-ed rendben a levégds-fiiggés

d—2

T, ~giN = z2=d-— n — €[ge). (382)

Ennek jelentése:

e ha a csatoldsi dlland6 pozitiv tomeg dimenziéji, akkor ¢ novekedésével egyre konvergensebb eredményt
kapunk, és csak legfeljebb az n < 2d/(d — 2)-pont fiiggvények lehetnek divergensek. Vagyis ekkor csak
véges sok diagram divergens. Ezek a szuperrenormdlhato elméletek. Példaul d = 2 két dimenziés esetben
minden kolesénhatds szuperrenormélhatd, mert [g.] = 2. Ttt £ = 1 divergens csak, ez a tadpole korrekeid.

e ha a csatoldsi allandé dimenziétlan, akkor z fliggetlen a hurok rendtél. Négy dimenziéban csak a nulla-,
két- és négypontfiiggvények lehetnek divergensek (ez utébbiak legfeljebb logaritmikusan), azonban barmely
hurok rendben azok lesznek. Itt végtelen sok divergens diagram létezik, de csak véges sok tipust varhaté
értékben. Ezek(lehetnek) a renormdlhaté elméletek.

e ha a csatoldsi dllandé dimenzdja negativ, akkor magasabb rendben egyre tobb pont fiiggvény lesz divergens.
Végtelen hurok limeszben barhany pont fliggvény divergens lesz, ezek végesitéséhez tehat végtelen sok tag
kell a Lagrange-fiiggvényben, vagyis az elmélet nem renormélhaté. Négy dimenziéban maximum a $%-es
kolesonhatds renormélhaté, d = 6-ban a ®3 elmélet. Effektiv elméletként azonban mindezek hasznalhatok,
ha csak véges hurok rendben akarunk szamolni.

Az overall divergencidk esetében, definicié szerint minden propagdtor impulzusa végtelenbe tart. A
hoémérséklet és a kémiai potencidl azonban exponencidlisan elnyomottak nagy energian, vagyis egy ilyen fak-
tort tartalmazdé diagram véges lesz. Emiatt az overall divergencidk nem figgnek a hémérséklettél és kémiai
potencidltol. Ez altalanos elvként is megfogalmazhaté: az UV fizika érzéketlen az IR részletekre.

Még nem beszéltiink az overall divergenciak impulzusfiiggésérol. Belathato, hogy a kiils6 impulzusok szerinti
derivalas csokkenti a divergencia fokat. Ervként nézziik meg a propagator impulzus fliggését, ha p a belso
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impulzus, amely végtelenhez tart, k a kiilsé impulzus. Ekkor alakithatjuk dgy a bels6 impulzusokat, hogy
valamelyik propagatorra
1 1 k% + 2kp

Glp+k)=G@p) +k,0,Glp)+... = T i 7 = m2)? +... (383)

A misodik tag nagy impulzusra jobban levag, igy az eredmény konvergensebb lesz. Ugy is fogalmazhatunk,
hogy a kiils6 impulzus egy 1j, dimenzids vertexet vezet be. Emiatt a kiils6 impulzus szerinti derivalas soran
elobb-utébb konvergens eredményt kapunk. Tehat az overall divergencia a kiilsé impulzusban polinomiélis.

Emiatt az overall divergenciat el lehet tintetni olyan moédon, hogy a Lagrange fiiggvényhez egy megfeleld
(polinomidlis) lokdlis tagot adunk hozzd, amely vezet6 rendben éppen kiejti a divergencidt. Ez a tag ellentagként
fog megjelenni a renormalt Lagrange-fliggvény formaban. Ilyen médon konstriktiv eljardasun van az ellentagok
meghatarozdsara.

5.2 Aldivergenciak

Ha egy grafnak nincsenek overall divergencidi, attél még lehet divergens. Példa a két hurok tadpole, ahol az
overall divergencian kiviil még egy egy hurok korrekcié is magmarad.

Aldivergencia esetében a hurok impulzusok egy része véges értéket vesz fel, mig méasok végtelenhez tar-
tanak. Emiatt kijelolhetiink egy olyan részgrafot, amelynek minden vonala végtelenbe tart. Ezt a részgrafot
elkiilonitve egy m-pont fiiggvény szerepel a nagyobb graf belsejében, amely divergens. Ehhez azonban tar-
tozik egy olyan ellentag-rész, amely ugyanigy n-pont fiiggvényhez ad jarulékot vezetd rendben, és amely
végesiti a divergens n-pont fliggvények Osszegét. Emiatt ha az Osszes grafot Osszeszedjiik az adott rendben,
akkor a divergens algrafokhoz mindig tartozik egy ellentag-jarulék, végiil végesitve az aldivergencidkat. Ennek
kovetkezményeképpen az aldivergencidk a kordbbi ellentag-grafokkal egytitt automatikusan véges eredményt
adnak.

Emiatt végiilis egy adott rendben felirt diagram a kordbbi ellentagokkal egyiitt méar csak overall diver-
gencidkat tartalmaz, igy visszajutottunk a korabban targyalt esethez.

5.3 Perturbaciés sémak viszonya

Szildrdtestfizikai szdmitdsoknal elterjedt folklér, hogy van egy kitlintetett regularizdcié (a kristdlyrécs), ezzel
szamolva van egy kitiintetett perturbédciészamitas is, ahol a csatoldsokat a mikroszkopikus megfigyelheté6 men-
nyiségekbdl szarmaztatjuk. Implicite azonban itt is megtalalhaté a fenti renormalasi gondolatmenet: egyrészt a
racs is tartalmaz racshibakat, kiillonboz6 beallasi domaineket, vagyis a regularizacié itt sem eleve adott, szlikség
van arra, hogy a mikroszkopikus részletektdl fliggetlen legyen a makroszkopikus fizika. Mdésrészt kiillonb6z6
mérési utasitdssal rogzitve a paramétereket valéjaban itt is kiillonb6z6 renormélasi eloirasokat hasznalunk. Ha
azonban nem rogzitett sem a regularizdcié, sem a séma (eléirds), akkor érdemes megvizsgalni ezek viszonyédt.
Valéjaban a fizikat a teljes Lagrange fliggvény tartalmazza, vagyis, atskaldzott tereket hasznalva .
Ebben a formaban szerepl6 paraméterek, Z, mg és )\, minden regularizdlas mellett egyértelmii fliggvényei harom
kivalasztott fizikai paraméternek. Legyenek most ezek a paraméterek M, \g és (y, a részecske tomege, di-
menziétlanitott szérasi hataskeresztmetszete valamely négyesimpulzus mellett, valamint a spektral fliggvény
norméja (ami lehet 1). A levdgds legyen A (lehetne helyette rdcsdllandét is gondolni A ~ 1/a). Vagyis

Z(M7AO7<0;A)7 mg(M7)‘07CO;A)7 )‘b(Mv)‘(hCO;A)' (384)

Mivel a vildg kontinuum elmélet (?7), ezért ha tokéletes Lagrange-fliggvényt haszndlunk, akkor a levigds
értékének végtelenbe vitelekor minden megfigyelheté mennyiséget korrektiil irunk le, vagyis (legaldbbis ebben a
limeszben) a renormaldsi sématdl fliggetlen a bare Lagrange-fiiggvény. Ami azt jelenti, hogy M, Ag és (o helyett
valaszthatnank mas mennyiségeket is a paraméterek rogzitésére. A megfigyelheté mennyiségek értéke ebben a
limeszben fliggetlen a levagastol (hiszen el lehet tdvolitani azt). A regularizélds maradvdnya azonban egy extra
fizikai skala kialakuldsa (pl. tiszta QCD-ben a Sommer-skéla).

Perutbéaciészamitasban a fliggvényt sor alakjaban irjuk fel. A kifejtési paraméter ., lehet kozvetleniil
valamelyik fizikai megfigyelhet$ mennyiség (pl. dimenzidtlan szérdsi hatdskeresztmetszet), de lehet valamilyen
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ezektél fiiggd absztrakt kifejtési fliggvény — ezek adjak a kiillonb6z6 sémakat. Legyen egy adott sémaban a
csupasz csatolds kifejtése

Ap = A+ A2 (% +d1) +O0). (385)

Ez végesiteni fogja a megfigyelheté mennyiségeket. Az O()\?) tag a kovetkezé rend eredményét jelenti. Egy
masik séméban szamolva azonban mas eredményt kapunk:

Ay = N N2 (%1 + d’1> o). (386)

Miutén a fizika a csupasz csatolasi allandéban van, nem a renormalt perturbaciészamitasban, ezért akkor kapjuk
ugyanazokat az értékeket a megfigyelheté mennyiségekre, ha A\, ugyanaz a szamolt rendig:

N =X+ N (dy — d)) +0O(\?). (387)

Figyeljiil meg azonban, hogy az egyezés csak O(\?)-is igaz. Még latszélag 1ij divergencidk is megjelennek, hiszen
beirva a fenti kifejezést A, masodik alakjaba:

M= AN (L) 28— ) (L) + 24— ) (S ). (388)
Ezek a magasabb rendii divergencidk a magasabb rendii szamitasokkal természetesen eltiinnek. Mindenesetre
ez azt is jelenti, hogy a magasabb rendii divergencidkban az 1/e-nal ardnyos rész sémafiiggd, és csak az adott
perturbativ rendig kapunk sémafiiggetlen eredményt.

Altaldnosan a fenti gondolatmenet azt jelenti, hogy két séma egyméssal Gsszekapcsolhaté olyan médon, hogy
az egyik renormalt paramétereit a masik renormalt paramétereinek segitségével kifejezziik:

N(m2 A0,  mP(m? N0,  (m? Q). (389)

Végtelen rendben szamolva ekkor a csupasz paraméterek ugyanazok lesznek, vagyis minden megfigyelheté men-
nyiség véltozatlan marad. A korrelaciés fliggvények a kiillonb6z6 tér-normaldsok miatt ardanyosak lesznek

("G (ks A, m?) = "Gl (ks N ym'?). (390)

Véges rendig szdmolva azonban nem vérhatunk pontos egyezést. Akér a csupasz paraméterek (ahogyan fent
is 1ldttuk), akdr valamely fizikai mennyiség értékében kiilonbségek lesznek. Ez utébbihoz vegyiik valamely
tetszéleges fizikai megfigyelhetdé mennyiség kiszdmitasdban az N-ed rendet. Az els6 séméaban

N
M=) "A"M,. (391)

n=0

Ide beirva a )\ kifejezését, egy olyan sort kapunk, amely még )\’ N* hatvanyt is tartalmazni fog. Maéasrészt
kozvetleniil a vesszés sémabol szamolva csak az elsé N hatvanyt kapjuk meg. Altaldban igaz, hogy a kiilonb6zé
sémakbdl szamolt mennyiségek csak az adott rendig fognak megegyezni.

A sémaviltds tehdt megfelel egy valtozdcserének, azaz a perturtbativ sor dtrendezésének (resummation).
Ezzel a triikkkel elérhetjiik, hogy mindig azt a perturbdcidészamitast hasznaljuk, amelyik a legalkalmasabb az
adott mennyiség kiszdmitasara, és a fizika fixen tartdsa segitségével a kiilonb6z6 sémakat egymaéssal kapcso-
latba hozhatjuk. Ez a legaltalanosabban vett renormalési csoport gondolat, s ilyen médon az Osszes lehetséges
ujraosszegzést meg tudjuk valdsitani anélkiil, hogy az UV divergencidk kezelését elrontandnk.

5.4 Skalavaltas nulla hémérsékleten

A felGsszegzések egyik legismertebb valtozata, ha a u skalat olyannak valasztjuk meg, hogy mindig eltiinjenek a
logaritmikus korrekcidk. Ez, mésként értelmezve azt is jelenti, hogy felosszegezziik a logaritmikus korrekcidkat.
Mivel a logu jellegli tagok az UV divergencidkbdl jonnek, és ezek hémérséklet-fiiggetlenek, a logaritmusok
felosszegzése nulla hGmérsékleten is megvaldsithato.
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Tekintstink tehat két sémdt, melyekben a skdldt p-nek illetve p'-nek vélasztjuk, de csak ennyiben
kiilonbozzenek a véges ellentagok. Mindkét séméaban elvégezziik a renormalt mennyiségek kiszamitasat, és
a renormdlt paramétereket meghatarozzuk a renormalasi séma alapjan. Ha végtelen rendig szamolunk, akkor
valéjaban minden megfigyelheté mennyiség ugyanazt az értéket fogja adni a két sémaban.

Mivel azonban maéasok a véges ellentagok, a két sémdabdl mas lesz a renormdlt mennyiségek értéke, azaz
a renormalt mennyiségek fliggenek a skalatol: gren(p). Hogy ezt a fiiggést meghatarozzuk, tobbféle utat is
kovethetnénk, a lényeg, hogy azt kell megkovetelniink, hogy a két elmélet ugyanazt a fizikat irja le.

Példaul kihaszndlhatom azt, hogy minden megfigyelheté mennyiség ugyanazt ez eredményt adja, vagyis a
korreldciés fliggvények ardnyosak. egyenletbdl frhatjuk (elhagyva a ren indexet)

()G (R, Ky (W), g(1), 1) = CM ()G (R, - s mP (1), g(1), ). (392)

Ezt az egyenletet derivalhatjuk In p szerint. Mivel a bal oldal nem filigg p-t6l

1 d¢ dm? 0 dg 0 0
b — G =0. 393
<n(dlnu+dlnu8m2+dlnuﬁg Oln (393)
Hérom kiszamolt Green-fligvénybol meghatarozhatjuk a fenti derivaltakat. Szokédsos jelolés
dg dIlnm?
= = ) 4
p dlnp’ 7 dlnp (394)

A ®* modellre egy hurok szinten azt kapjuk, hogy ¢ = 1 (mert nincs hullaimfiiggvény-korrekcié ebben a
rendben). T = 0-n az MS séméban:

Am2 32
TomE W =0)=a— o m L (395)

a2
x=m 1672 m 1672 m

Figyelembe véve, hogy dm?/dInpu ~ O(N) és d\/dInp ~ O(A\2?), a sajatenergiabél adédé egyenlet O(N) rendig:

dm? 9% d\ 0%y 9% dm? 9 Am?
=0 =0 = = —— 396
dln,u@m2+dln,u o\ +8lnu dlnp e 1672 (396)
Hasonl6képpen O(A3) rendig
dm? or®  dx or®  or@ dA 3\2
n =+ + =0 = =f=—=. (397)
dlnpu Om dlnp OX Olnp dln 167
Az egyenleteket meg is lehet oldani
Alpo) 2 mg(p)
AMp) = , m = 398
(1) - 3 (o) m A (1) : 3 L 1/3 (398)
167 po T 1o
A fenti egyenletet at lehet irni:
1
/\(M) = —, ahol Bo = , Ao = MOel/(Bo/\O)- (399)
Ao 1672
Boln —

Megjegyzések:

e Ez a formula azt mutatja, hogy valéjaban a “csatolasi allandd” fiigg a skalatdl, igy nem tekinthetd
allandénak. Ami valéban dlland6, az a Ag mennyiség (ez skdlavdltdsra invaridns, vagyis renormaldsi
csoport invaridns). Ez azonban mar dimenzids mennyiség. Vagyis egy dimenzids csatoldsi allandé helyett
egy dimenziés mennyiségiink keletkezett: az a dimenzids transzmutdcio.

o A fenti kifejezésnek csak p < Ag-ra van értelme, hiszen csak akkor pozitiv. u = Ag-nél a kifejezés felrobban.
Ez a Landau-pdlus.
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e Ha azt szeretnénk, hogy a kifejezéseink értelmesek legyenek pu — oo esetben is, akkor a fenti kefejezésben
Ag — oo kell, vagyis ekkor minden véges skdldn A(p) = 0. Ez a trivialités.

e Ha a formuldinkat u = Ag/n-ig hissziik el, akkor a maximélis csatoldsi allandé A = 1672/(31Inn).

o A skalat gy érdemes valasztani, hogy a logaritmikus divergencidk elt{injenek. Vagyis ha m? = 0, akkor
u = |K| j6 valasztds; ha emellett kg = 0, akkor u = k, ami a karakterisztikus tavolsig inverze. Emiatt
valdjaban tavolsagfiigeé modon kell valtoztatnunk a csatolasi allandét a legjobb konvergencia érdekében:

1

Alr) = Boln(rAg)”

(400)
fgy értelmezziik a futd csatoldsi dllanddt.

Mindez azonban csak interpretacié. Valdjaban a fizikai mennyiségeket kell kiszamitani, azok adjak meg
a valédi valaszt. A szorasi hatdskeresztetszetre példdul a logaritmikus korrekcidk figyelembe vételével az

adédik, hogy
Q)

77 Gan2s’

ahol @) az atadott impulzus. Ilyen értelemben a futé csatolédsi allandé fizikai értelmet nyer.

(401)

5.5 Homérsékletfiiggd tomeg és csatolas

Magas hémérsékleten a tomeg négyzethez kapunk egy relativ ~ A2 /m? véges hémérsékletii korrekcidt, a
csatoldsi dllanddhoz egy relativ ~ AT'/m korrekciét. Ezek magas hémérsékleten meghaldhatjik 1-et, ami azt
jelenti, hogy a perturbativ sor konvergenciaja elromlik.

De egy javitott perturbaciészamitdssal itt is eredményt érhetiink el. A sajatenergia kifejezésével felirva az
effektiv hatés kvadratikus részét nulla impulzusnél (cf. (272))

@) =m? + /\Tg’;iﬁ”m (i +vg—1+n Zf;g) + gT(T, m) + dmj, (402)
itt valaszthatjuk , ,
5m%:f% <i+7E1+1nZ:;g> —g’T(T,m). (403)
Hasonléképpen a renormalt I'® nulla impulzusnél (cf. )
@ (0) = A+ 60X + 33;2 [—i +9g —In 47r] + %Iﬁn(o), (404)
ahol valaszthat6 2)2 ) 2y2
o= “ 39,2 [_5 +vg — 1n477} — TIﬁ”(O)' (405)

Ez a séma kivaléan alkalmas a T hémérsékleten vald szamitdsok elvégzésére. Meg kell azonban hataroznunk a
renormalt paramétereket, ezt pedig nulla hémérsékletii szamitasokkal szokas rogziteni.

Tegyiik fel, hogy nulla hémérsékleten az MS sémdban megbizhatéan ki tudjuk szdmitani a megfigyelhetd
mennyisageket, és ismerjiikk a Lagrange-fiiggvénybeli paraméterek értékét. A legcélszeriibb tehat a fenti OM
sémanak ehhez az MS sémahoz val6 viszonyat meghatarozni. Ebben a séméban

Aram2 1 m2
2 _ _MSTMS (_Z _ MS
oM 3272 ( vl B

3N 1
Myis = — 321\7;[28 [—E +vE — 11147T:| . (406)
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A két séma paraméterei viszonyanak meghatarozasahoz most hasznaljuk azt a feltételt, hogy a csupasz Lagrange
fiiggvény ugyanaz legyen (hiszen ez irja le a fizikdt, nem a renormalt Lagrange-fiiggvény). Azaz

m® 4 6m® = mig 4+ 6mig, A+ 06X = Ayg + S (407)

Ahogy a korabbi analizisekbdl ldthattuk, ezek az egyenletek csak a megfelel6 csatoldsi dllandé rendig elégithetdk

.....

mar elhagyjuk. Mivel m? = miTS—i— O(N), ezért Am? = )\M—SmiTS—i— O()\?), vagyis ebben a rendben megegyeznek.
Emiatt

m? — %T(T, m)=m (408)

2 _
MS"

A csatoldsi allandé egyenletében ugyenzt mondhatjuk. Ezen feliil az utolsé tag egyiitthatéjat frhatjuk A2 =
Migs + O(A?) alakban. Ekkor

3 3

Ha a homérséklet jéval nagyobb, mint a tomeg, akkor hasznalhatjuk a magas hémérsékleti kifejtést:

9 9 AT?2 NT'm Am? | ec®T?
m®=myg+ 5 — + In

24 8 3272 u?
11 T >
1.1 37 3 4 (<L), (410)
A Ay 16mm 3272 1

ahol ¢ = 4me™ 7" ~ 7.06. A fenti egyenletbdl lathato, hogy érdemes a skéldt ur = cI' ~ 7T-re vélasztani, ekkor
a logaritmikus tagok elhagyhatok. Az MS sémaban mar lattuk, hogyan kell skalat valtani, ezért irhatjuk

AT?  \Tm
2 2 Ml
m = ms ) o T e
1 1 3T
—— = . (411)
A )\m(uT) 16mm
Ha a T'/m korrekcidkat elhagyjuk, akkor
Ags(pr)T?
A=Aws(er),  m? = mig(pr) + =E5 (412)

kifejezéshez jutunk. FEz a “daisy” (szdzszorszép) felosszegzés, ami diagrammatikusan az iterdlt tadpole
felosszegzést jelenti. A futds itt a 4 dimenzids, azaz nulla hémérsékleti futdsnak felel meg.
Magas hémérsékleten, pontosabban ha T > m, akkor mé&s aszimptotikdt kapunk. A csatolasi allandé

kifejezésében a jobb oldal nagy lesz, vagyis
167mm

3r
A tomeg egyenletébe visszairva, és figyelembe véve, hogy még magasabb hurok rendekben a csatoldsi allandénak
lehet egy fix pontja (A.), kapjuk

A\~

(413)

87 T2
m= <m§/IS(uT) + 0 ) . (414)

A T2
24

o

Spontan sértett elméletekben mlszs <0=- . Ezzel azt kapjuk, hogy

m ~ (T —T,). (415)

A valédi fizikai tomeg a korreldcids hossz inverze, azaz € ~ 1/m ~ (T —T,)~ = (T'—T.)™". A csatolasi dllandéra
pedig A\ = A\, ~ T =T, ~ (T —T,)". A v és k kritikus exponensek értéke a jelen szdmoldsbdl v = k = 1, ami
az N = oo O(N) modell kritikus exponenseinek felel meg. A daisy kozelitésben v = 1/2; ami az dtlagtérelmélet
eredménye.



5.6 2PI felosszegzés

Eddig impulzusfiggetlentil végeztik a felosszegzést, amivel nem valtoztattuk meg a renormalt Lagrange
fliggvény funkciondlis alakjat a csupasz Lagrange fiiggvényhez képest. Ez azonban nem sziikségszeri,
elképzelhet6 olyan renorméldsi séma is, amelyben a funkcionélis alak is megvaltozik. Ekkor elképzelhetd, hogy
az ellentagba beolvasztjuk a teljes sajatenergias korrekciot, vagyis egyaltalan nem lesz sajatenergia. Ekkor a fa
graf szintll propagétor az egzakt propagator lesz.

Ez a gondolat all a hatterében a 2-részecske irreducibilis (2P1I) felosszegzésnek. Formélisan ezt J. M. Corn-
wall,R. Jackiw és E. Toumbolis, Phys. Rev. D10, 2428 (1974) vezette be elOszor a részecskefizikdban. Uj
eredményeket 1. J. Berges and J. Cox, Phys. Lett. B 517 (2001) 369; A. Arrizabalaga, J. Smit and A. Tranberg,
Phys. Rev. D 72 (2005) 025014; G. Aarts and J. Berges, Phys. Rev. D 64 (2001) 105010; J. Berges, Nucl.
Phys. A 699 (2002) 847;G. Aarts and J. Berges, Phys. Rev. Lett. 88, 041603 (2002); A. Arrizabalaga, J. Smit
and A. Tranberg, JHEP 0410 (2004) 017 cikkekben.

A 2PI formalizmusban a generator funkciondlt nemcsak az dramok, hanem az éltaldnositott kernel szerint is
vessziik:

Z0j, K] = / Dy etSe)tisotieke, (416)
Az Osszefliggd diagramok generatora W a szokasos médon képezhetd
Z[j, K] = WKl (417)
Bevezetjiik a kévetkezo jeloléseket:
() i, = ZTVZ = @,
3 (Teanil ik = 5 (o o) + (Tone)) = g = 5 (B0, +iGuy). an

Ezutdn Legendre transzformaciot hajtunk végre, de nemcsak j, hanem K szerint is:

)% oW , 1 .
Innen
or oW 85 . OKOW
9%~ 90 oo ' soor LY
or oW 9y oK oW 1
%G 2 _aict aicoK 2% (420)
Mivel oW [ 9 9 oW (0K 0K
J 7] . .
aw =2 (Do + Y gic) + 22 (Zae + Laic 421
aj <8<I> +8iGZ>+8K(8<I> +azG’)’ (421)
a kovetkez6 alak marad ar ar )
g5 = 1K ==K (422)

A fizikai pontban j = K = 0, azaz ' = 0 és I'¢=0.
Hasonl6an, ahogyan a 1PI diagramok generatorandl lattuk, most is adjunk PI reprezenticiét a T'[®, G|
generatorra

o TI®.G] _ iW[j]—ijo— 5 K(2D+iG) _ /DweiS[gp]+ij(<p—<I>)+%<pKap—%K(@@-&-iG)_ (423)
Az 1-pont fiiggvény alakja

i —ij®— L K (®P+iG iS+ijo+ipK _ije—iK@eic) 0w
e <<Pz>q>,G:6 iP5 K(PP+i )/wazel tijotieKe _ o—ijP—5K(22+iG) o -

z =o,.
Bijs (p ><I>,G

(424)
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Ez azt jelenti, hogy egy vonallal 6sszekotott aldiagram ®,-szel helyettesitendd, vagyis csak 1PI diagramok
maradnak. Hasonléan

el ((0apy) — (a) (py) = e~ 9B 3K (@BHC) /waxwy eSTetseRe _ @ 3 e =
= —2ie

—ij®— i K(®P+iG) 9 W _ @m@yeir

8Kwy = <(px(py>conn,<1>,G’ = ZGmy’ (425)

azaz 2 vonallal bekotott aldiagramot G-vel kell helyettesiteni. Emiatt a G-vel kifejezett elméletben nem lehetnek
olyan aldiagramok, amelyek két vonallal vannak a maradékhoz kétve. Mas szdéval ha két vonalat elvagunk, akkor
még mindig Osszefiiggd diagramhoz jutunk. Ezeket a diagramokat nevezziik 2PI diagramoknak. A két vonallal
a maradék részhez kotott diagramok més széval a (P hattértdl fliggd) sajitenergids korrekcidk. Emiatt a 2PI
diagramok azok, ahol nincsenek sajatenergids diagramok — hiszen pontosan ezeket 0sszegeztiik fel akkor, amikor
az egzakt propagatort hasznaljuk.

Az 1PI generatort ugy kapjuk meg a 2PI generdtorbdl, hogy inverz Legendre transzformaciét csinalunk a K
kernel szerint

1 o[, G :
L[@,G] = T[®, K] — 5Ky, (8,2, +iGyy) %] = —%K. (426)

Az 1PI generatort K = 0-nél kapjuk:
P[] = T[®, Gl ps . (427)
oG 0

Perturbaciészamitasban kiemelhetjiik explicite az elsé néhany tagot. Bozonikus esetben:
1 1
L@, G = S[®] - 5 Trn G + §T‘rG61G+FZ—m[<I>7G], (428)
itt Go a szabad propagétor, valamint I';,,;[®, G] a T'[®, G] azon része, amely legaldabb egy vertexet tartalmaz. A

fenti kifejezésben a OI'/0G = 0 egyenlet megolddsat kell behelyettesiteni G-re. A fenti egyenlet igazoldséhoz a
kolesénhatdsmentes esetet nézziik, ahol G™! = G' és T[®] = S[®] — 3 TrinGo. A fenti alakbél

1 1 1 ol [®, G 1 ., 1 4
1
= Tg[®] =T[P, G]|%:0 = S[®] — 3 Trln Gy + const.. (429)
A kolesonhatéasok T';,¢-ben vannak. A propagator egyenlete kolcsénhaté esetben:
Ol [®, G 1
Gt =Gyt - x[a), ahol OLim[®, G = —=3[G];;. (430)

ani 2

Vagyis perturbative tugy kell eljarni, hogy vessziikk a sajatenergia propagatorokkal felirt kifejezését, és azt
altalanos propagatorokkal értelmezve megoldjuk a fenti egyenletet.

A fenti egyenletekb6l a formélis szamitasok vildgosak, azonban nem vildgos az, hogy ezzel az dtalakitassal
renorméalhaté elméletet kapunk. Az irodalomban szamos technika létezik a renormélas elvégzésére, most egy, a
renormaldsi csoportra alapuld technikat mutatok be.

Ennek lényege az a megfigyelés, hogy a 2PI diagramokndl nincsen sajatenergias korrekcié. Az inverz
propagator kifejtésénél

To(k) = k? —m? — 0m? — Saiagram (k) (431)

mar lattuk, hogyan lehet a radiativ korekcidkat tomeghéjon eltiintetni az ellentag véges részének megfeleld
vélasztésdval: om? = —Sgiagram (ko = m,k = 0). Ekkor I'y(k* = m?) = 0, vagyis a fent szerepld m az egzakt
tomeg.

Ezt a gondolatot tovabb folytatva megprobalhatjuk az ellentagot impulzusfiiggé mdédon megvalasztani, és
ezzel elérni azt, hogy egyéltalan ne legyen radiativ korrekcié. Vagyis formalisan dm?(k) = —Xaiagram (k). Hogy
ezt konzisztensen csinaljuk tobb problémat is meg kell oldanunk

e az allandé fizika, vagyis a csupasz Lagrange fliggvény konstansnak tartasa
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e a diagramok divergens részének vizsgéalata
e a szabad paraméterek rogzitése.

A fentiek megoldasat korabban pontosan a renormalasi séma valasztdsa jelentette. Most altalanositsuk tehat a
renormaldsi séméat impulzusfiiggd véges tagok esetére. Ehhez induljunk ki ismét a ®* elmélet csupasz Lagrange
fliggvényébol.

Z m3 A
— Ziog)2 — Mo _ Mg, 432
L=5(09)" - o (432)
Most a renormaélt-ellentag szétvalasztast impulzusfiiggé médon végezziik el:
1 A 1 oA
L=-PK(i0)® — —d*+ 05K (i0) — - d* 433
SBK(i0)D — 20"+ JBIK(i0)D — 0, (433)

ami a fenti (432) egyenlettel konzisztens, ha
Zk? —mi = K(k) + 6K (k), Ao = AR + 6. (434)

Lathatoan csak a kernel és az ellentag Osszege fixalt, vagyis pl. szabadon megvalaszthatom az ellentagot, ekkor
a kernelt a fenti egyenletbél kell szdimolnom. Ebben az egyenletben azonban még Z és m3 sem rogzitett, azt a
szamitas folyaman kell meghatdrozni.

A fenti Lagrange fiiggvényben a szabad illetve kélcsonhaté tag szétvélasztésa

Ap ., 1 SA
SO T 5 0Ke T (435)

Lo = %CD Ko, L=
médon torténik, a perturbdcidszémitdsban [ L szrinti kifejtést végziink, mint eddig is. Ebbél Feynman dia-
gramokat fogunk szdmolni, ahol a propagatorokat a K kernelbdl szarmaztatjuk az dlatalanos esetnek megfelelGen.
Az ellentag végtelen részét ugy kell megvalasztani, hogy a Feynman digramok végesek legyenek — vagyis K-
ban divergencidk kell, hogy fellépjenek. Ez csak akkor konzisztens (434)) egyenlettel, ha a divergencidk k-ban
polinomidlisak, vagyis ugyanolyan alakiak, mint a szabad elméletben.

Hogy egy &altalanos propagator esetén is ugyanazok a divergencidk 1épnek fel a Feynman diagramokban, az
a egyenletbdl latszik. Minden olyan propagator, amelyre G(p + k), p — oo esetén polinomiélis k-ban,
teljesiti azt a feltételt, hogy a kiils6é impulzus szerinti derivalas csokkenti a diagram divergencia fokat, ami oda
vezetett, hogy a diagram divergenciai polinomidlisak k-ban.

Hasonldképpen az ellentagokkal eltiintetendé divergenciak mind overall divergencidk, s ebben, még altalanos
propagator esetén is, a homérsékletfiiggd tagok nem adnak jarulékot. Altaldnos propagatornal a KMS relacié
biztositja, hogy a hémérsékletfiiggés a Bose-Einstein illetve Fermi-Dirac eloszlas formajaban jelentkezzék.

Ilyen altaldnos kernel valasztassal felirhatjuk az effektiv hatdst is. Ennek kvadratikus része

FQ(k) = K(k) - Zdiagram(Ga k) + 5K(k), (436)

ahol most expliciten jeleztiik, hogy a diagramok kiszamitdsandl a G propagatort kell hasznalni, amely a K ker-
nelbdl kovetkezik. A sajatenergia divergenciai, ahogy lattuk, még éltalanos kernel, illetve propagator valasztasa
mellett is Togink? + Toaiv alakd. Hogy a fenti alak véges legyen,

SK (k) = Soaivk? + Soaiv + 6K fin (k) (437)

médon kell vélasztani az ellentagot, ahol a véges rész tetsz6leges, de ki kell elégitenie az dllandé fizika (434))
feltételét:

ZkQ — mg = K(k) =+ (5Kfin(k) =+ Egdika + Xodiv = Z =14 Yo, m% = m2 — Y0div, (438)

ahol m? mér véges érték. Emiatt a véges részekre érvényes egyenlet

k> —m? = K(k) + 6K fin(k), (439)
és az effektiv hatas kvadratikus része is véges
Tao(k) = K(k) = Shine am (G k) + 5K pin (k). (440)
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Ezek utan a 2PI felosszegzéshez sziikséges valasztdst konzisztensen meg tudjuk tenni:

0K pin(k) = iitgram (G K), (441)

ekkor
To(k) = K(k),  K(k)=k —m?-3}"  (G.k). (442)
Ez utébbi egyenlet pontosan megfelel (430 egyenletnek, csak most renormalt forméban. A per-

turbaciészamitasban is jol érthetd, hogy minden sajatenergids diagram mellett megjelenik § K ellentag is, amely
pontosan kioli azt, vagyis végeredményben a sajatenergids betétet tartalmazo grafok eltiinnek a rendszerbol.
Maradnak a 2PI diagramok, ahogyan azt kordbban is lattuk.

Mindez azt jelenti, hogy a 2PI felosszegzés is egy specialis sdméanak tekinthet6. A séma teljes rogzitéséhez
hasznalhatunk itt is renormalési feltételeket, ezek fogjak m? illetve a véges A értékét megadni egy adott fizikai
helyzetben.

5.7 2PI egyenletek nemegyensilyi esetben

A fenti gondolatmenetet alkalmazhatjuk nemegyensily helyzetben is, hiszen a levezetés sordan sehol nem
hasznaltuk ki azt, hogy egyensilyban lennénk. A sajatenergids egyenletet ekkor érdemes a alakban irni,
ahol most minden mennyiség véges (renormadlt), és a sajatenergia a propagdatortdl figg.

Nemegyensulyi helyzetben azonban nincsen téridé-eltoldsi szimmetria, ezért minden propagator két im-
pulzustdl fiigg. Az R/A formalizmusban a kovetkez6 egyenleteket lehet felirni:

Gav(z,y) = G (2 — 2) + G (x — 2)Sealz,w)Gap(w, 1),
Gav(z,y) = G (2 = 2) + Gao(, 2)Sea(z, w) G (w — y), (443)

ahol a,b, ¢, d indexek r vagy a lehetnek, és az ismétl6dd indexek/koordindtdk Osszegzést jelentenek. A szabad
propagator inverzével:

Ko(i0,)G () (x) = eapd(), (444)

ahol a ®* elméletben Ko(k) = k* —m? és e, = €4, = 0, valamint €., = &, = 1. Ekkor

KO(iaw)Gab(mv y) = 5(1175(‘r - y) + Saczcd(xa Z)Gdb(zv y)a
KO(iay)Gab(xv y) = Eab(s(x - y) + Gac(xy Z)Ecd(z, y)gdb~ (445>
Elészoris nézziik meg staciondrius, téreltolds-invaridns dllapotokra a megolddst. Ekkor az (x,y)-fiiggésbol

(z — y) fiiggés lesz. Bozonokndl G,..(z) = G,.(—z), igy a bal oldalak ugyanazok lesznek. Az rr propagitorra
felirva a fenti képleteket, Fourier transzformécié utan kapjuk:

Yaa(k)Gar (k) + Xar (k) Grr (k) = Gra(k)Zaa(k) + Grr (k)2 ra (k). (446)
azaz
(Zar (k) = Xra(k)) Grr(k) = Baa(k) (Gra(k) — Gar (k) - (447)
Mivel iG,, — iGqar = o, azt kapjuk, hogy
G () = Tt o). (445)

vagyls az 71 propagdtor a spektral fliggvénnyel ardnyos, az ardnyosségi konstanst jelolhetjik 1 /2 4 n(ko)-vel.
Most nézziik (445 egyenleteket teljesen nemegyensulyi koriilmények kozott. Irjuk fel az rr komponens
egyenletét ismét:

KO(ia:v)Grr(ma y) =3 ( )Grr(zvy) + Eaa(x Z)Gar(zvy)a
Ko(i0y)Grr(2,y) = Gro (@, 2)5ra(2,y) + Gra(T, 2)Xaa(2, 9)- (449)

Kivonva a két egyenletet egymasbol, felhaszndlva, hogy Ko (i0) = —((i0)? + m?), kapjuk
(=05 + 07)Grr(2,y) = St(z,y), (450)
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ahol
St(l’, y) = /d4Z |:Ear(1'7 Z)Grr(za y) + Zaa(xa Z)Gar(za y) - Grr(xa Z)Zra(zv y) - Gra(xv Z)Eaa(za y) ) (451)

ahol St az titkozési (Stof}) integral.
Végezziik el a kovetkez§ traszforméciot (Wigner-transzformécio):

Flu,X) = F(X +5,X -

U
2

)7 f(xay> = f(z - Y ) (452)

u szerint Fourier-transzformalva

Flp, X) = / d*ue™ f(u, X) = / dueP f(X + 5, X - 2), f(u,X) = / TD g x). (153)

2 2 (2m)4
Emiatt
L 0fou 9fOX (0 10, NERAE
F_0f0u 0fOX (0 103, A
%f_aum/+&xay_< 8u+23X)f = GP+23X)ﬂnX) (454)
Vagyis
2 a2 . 10 2 1 2_ .
0+ 0, — (Zp+28X +lP+ 55y = 2ipdx. (455)
Vagyis a 2PI egyenletek B o

alakba irhaték. A jobb oldal kdlcsonhatas nélkiili esetben nulla, ekkor a szabad Boltzmann-egyenletet kapjuk
vissza! Vagyis a 2PI egyenletek kolcsonhatds nélkiili esetben megegyeznek a Boltzmann egyenletekkel.
Kolesonhato esetben a sajatenergia nem nulla, vagyis St # 0. Az iitkdzési integral szerkezete

(D) = [ =i 29en = TawX) = [+ 500X -5 @57

A Wigner transzformalt alakokat befrva

(fg)(u,X)

2 2 2
s=X+75 -2 z=X+45-s

/d4zf(X+g—z,%(X+E+Z))§(27X+%,1(2+X7B)):

B e e A
)X+ E=u-—s -
e+ X=X
_ u S S
:/ﬁ%ﬂ&X+§—§wm—&X—§) (458)

A szokdsos kozelités szerint az s illetve u vdltozési tartomdnya jéval kisebb, mint amelyen belil a g(u, X) az
atlag-koordindtdkban valtozik. Ekkor a mdsodik argumentum szerint sorba fejthetjiik a fenti kifejezést (gradiens
kifejtés)

i X) ~ [ d's f(5.X) glu = 5.X) = (£ x.9)(u. X). (459)
vagyis konvoliciot kapunk. Fourier-térben tehét

Emiatt a gradiens kifejtés vezeté rendjében, i-vel szorozva

2ip0xiGrr = (Bar — Lra)iGrr + Baa (iGar — iGra), (461)
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ahol minden argumentum (p, X). Atirva az 12 Keldysh komponensekre (251]) és alapjan, azaz

Y1+ X
Yar = Y11 + Y2, Yrq = Y11 + Yo, Yaa = %;
G G

G = 2222 Gy = iGar = 0= iGor — Gz

Ezzel a a
N ; S+ S
2ip0xiGry = (Y12 — E21)Z 12 ;_ o + 2B —; = (iG1o — iGa1),
vagyis B o -
2ipOxiGyrr = X12iG12 — Y21iGar. (462)

A jobb oldalon, a Boltzmann-egyenletek statisztikus értelmezésének megfeleléen (és figyelembe véve a
Y definiciéjat), a mdsodik tagot p impulzusi &llapotba valé beszérds, az els6t az onnan valé kiszérés
valdszintiségének értelmezhetjiik.

Elvileg van egy masik egyenletrendszer is, amely a G, propagatorokat hatarozza meg, ekkor a fenti egyen-
letekkel konzisztens, megoldhatd rendszert alkotnanak. Itt azonban kozelitéseket szoktak alkalmazni. Els6sorban
feltessziik, hogy a spektrél fliggvény mar bedllt az egyensilyi értékére, vagyis o(p, X) — o(p) helyfiiggetlen.
Ezen feliil feltessziik azt is, hogy a G2 propagator (és igy G?! is) ardnyos a o-val, ez definidlja a nemegyenstlyi
eloszlasfiiggvényt:

G*(p, X) = n(p, X)o(p)- (463)

Ezek utdn a sajatenergiara alkalmazhatjuk azt a gondolatmenetet, amit korabban a levezetésénél
hasznaltunk. >'2 kiszdmitdsandl a bal oldali vertex 1, a jobb oldali 2, és, a 2PI séma kovetkeztében csak
2P1 diagramokat kell figyelembe venni. Ekkor van egy 2PI domain, amely a bal oldali vertexhez csatolédik,
és minden kiils6 vertexe 1, és egy olyan, amely a jobb oldali vertexhez kapcsolédik, és minden kiilsé vertexe
2. Ezeket G'2 propagétorok kotik ossze. A két jarulék, ha minden diagramot dsszeszediink, egymds komplex
konjugaltja. A sajdtnergia definicidja miatt még egy extra negativ el6jel is jon. Vagyis, szimbolikusan

d*p d De
2 (p, X) = —ZZ/ o oyt (2 454 (p Zpe . olp)npr) - -n(pe) T (paprs - o).

(464)
Hasonlé kifejezést kapunk X2!-re is. Ezzel a Boltzmann egyenlet alakja

2po(p)dxn(p, X Z/ 2m)* W (p = " pe) T3 00n - - e((1iﬂ)(1in1)-~(liw)—nm...nz).

pl -Pe
(465)
Tovabbi kozelitésként fel szoktak tenni, hogy a spektral fiiggvény a szabad spektral fiiggvénnyel egyezik
27
o(p) = eo(p) = 55~ 16(po = Ep) = d(po + Ey)] (466)
b

valamint hogy az 1 £+ n(—pg) = Fn(po) igaz. Az eloszlasfiiggvények ekkor mar csak p fiiggvényei, és igy
megkapjuk a (kvantumos) Boltzmann egyenlet szokasos alakjat

d3p1 d?’Pe 45(3)
Om—vVn= 5o Z/ 2x 2B T 2 (p—Zpi);...g[

|1"5+1 12 (B, — Z o E;) ((1 En)Nay 1 Nag e —MM_gy1--- nw,e>} ) (467)

ahol a; = +£1 és ny. = 1 £ n, n_ = n jelolést haszndltuk. Ez az alak még mindig tobb tagot tartalmaz, mint a
klasszikus Boltzmann egyenlet, mert a részecske keltés és eltiintetés folyamatai is benne vannak.
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5.8 Ijj szabadsagi fokok

Elofordulhat, hogy a Lagrange-fliggvény alakjat annyira megvaltoztathatjuk, hogy més terek is megjelenhetnek
benne. Ha tudjuk valahonnan, hogy az eredeti csupasz L(A;, G, A) Lagrange-fiiggvény &ltal leirt fizika ugyanaz,
mint egy mésik £'(a;, g, A') csupasz Lagrange-fiiggvény altal leirt fizika, amely azonban maés tereket, mds tipusi
csatoldsokat és mds levagast tartalmaz, akkor a £’ paramétereit meghatdrozhatom annyi fizikai mennyiségb6l,
amennyi a paraméterek szama. Ezen mennyiségeket pedig L eredeti Lagrange-fliiggvénybol szamolhatjuk ki.
Ezt az eljarast hivjuk matching-nek, mivel a két Lagrange-fliggvény &ltal leirt fizikat illesztjiik Gssze.

Ennek legegyszertibb esete, mikor T = 0-n a levagas értékét csokkentem le. Ebben az esetben a terek szamat
csOkkentem, hiszen a A’ levdgassal rendelkezd elméletben azok a mdédusok, amelyek impulzusa A > |k| > A/,
hidnyoznak. Ha azonban a levagas nagyon nagy, akkor mégis képesek lesziink leirni ugyanazt a fizikat.

Nézziik ezt az esetet a ®* elméleteben. Az 1j elmélet terei A’ alatt a régiével azonosak, normélds erejéig
® — (P. Az azonos fizika feltétele, hogy az 1j elméletben (a fenti normdlds erejéig) ugyanazok legyenek a
korrelacids fiiggvények. Ez most azt jelenti, hogy

G (p1, .. ppi A, mEA) = CA)G (pr, . pi N w7 ). (468)

Ez formélisan ugyanolyan egyenlet, mint a (390) egyenletek, amelyeket a skdlavéaltdsndl alkalmaztunk. Mint
ott, most is lederivdlhatunk A’ szerint, amivel a kévetkezd egyenletet kapjuk (A’ — A dtnevezéssel):

<dln§ d\ 9 dm? 0 o

a7 ™ (py,...pu; \,m?%; A) = 0. 4
"dmA T dmAdx T dlmAom? 6lnA> Gpry - paidy s A) =0 (469)
Harom egyenletet ezek koziil felhasznalhatunk a ((A), A(A) és m?(\) Ssszefiiggések meghatdrozasara. Azonban
a munkdt megtakarithatjuk, ha észrevessziik, hogy megfelel (pl. MS) sémdt haszndlva a csupasz mennyiségek
a renormalt csatoldsokkal ugy fejezheték ki, hogy

95(A) = gren (1) + 3g(In %» (470)

Ez azt jelenti, hogy
dgy dég _ dég _ dég _ dg (471)
dlnA  dlnA  dlnA/p dlny  dlnp’

Ez vezeté rendben azt jelenti ®* elméletben, hogy

dhy, 3\ B Ap(Ao)
dlnA ~ 1672 Ao(h) = L 3(ko) AT (472)
167‘(’2 AO

Ha csokkentem a levagast, akkor a fenti egyenlet szerint gyengébben kolcsonhaté elmélethez jutok. Ha egy
olyan elméletbdl indulok, amelynek nagyon nagy a levigdsa (A9 — 00), és ott megadom a csatoldsi dllandot
(AM(Ag) = Ag véges), akkor véges levdgdsok mellett A(A) — 0 csatoldsi dllandét kell haszndlnom ugyanahhoz a
fizikdhoz. Ez a trivialitas ezen a nyelven.

A szabadsagi fokok cstkkentése azonban nem adhatja egzaktul ugyanazt az elméletet. Ha egy olyan szérast
tekintlink, amely eredménye olyan részecske, amely az eredeti elméletben szerepel, a csokkentett levagasi
elméletben pedig nem, akkor ezt a szérdst £ nem képes leirni. fgy azt varjuk, hogy a L' elméletben az
allapotok nem alkotnak teljes rendszert, az S-métrix nem lesz unitér.

Hogy ezt 14ssuk, irjuk fel expliciten az eredeti teret, mint ®(k) = O(k < A )op(k) + O(A < k < A)x(k). A
generator funkciondl

Z[J] — /D(I)eis[q>]+J‘I> _ /D¢DX€iS[¢+X]+J(¢+X)' (473)

Legyen az dram alacsony frekvencids, azaz J(k > A’) = 0. Ekkor Jy = 0, vagyis

Z[J) = / Dee’? / DyeiSlotxl = / DS 0+I¢ (474)

63



azaz

oiS'10] _ / DxeS+) = §'[¢] = S[4] + x—korreke.. (475)

A ®* modellben:
' — (¢ +x)! = ¢" +46°x + 667X + 4ox° + X (476)

A x integraldsakor a ¢ csupan a vertex része, de formélisan olyan, mintha ott egy x vonal indulna, amit
amputdlunk, és ¢-vel helyettesitjiik azt. Emiatt S’-héz ¢-ben kvadratikus rendben jovd korrekcidi éppen a x
sajdtenergidi lesznek (amputélt propagator), azaz
, 1 [ d*k ij .
S'l¢l = Slé] - 5 2 Gi(=k)XY (k)o;(k), i, j=ra (477)
Mivel a x médusok nagy energidsak, ezért a (k)-ban a skala nagy, vagyis a kis impulzusu sorfejtés alkalmazhatd.

Ezért mindig csak a k-ban vezetd rendet tartjuk meg.
Az S’ hatdsnak két furcsasiga is van

e 3. ,-nak van imagindarius része, emiatt a hatds nem hermitikus

e kapunk ¢,¢, tagot 3¢ egyiitthatoval, ami miatt G** # 0, ellentétben a mikroszkopikus elméletekre
mindig igaz egyenletekkel.

Mindkét pont arra utal, hogy a csokkentett levagassal rendelkez6 elmélet nem mikroszkopikus elmélet.
A fenti problémak kezelésére a kovetkezéket lehet csindlni: a ¥** Fourier-térben teljesen imagindrius, a nulla
impulzusi limeszben tehét jelolhetjiik
iX**(k=0)=D. (478)

Ekkor a generator funkciondlban kapott alak

, d ,
e :/72§D6*%52+1¢a5. (479)

Ezt tgy értelmezziik, hogy a X tag helyett S’ — S — £¢, tag szerepel, és £ értékeit Gauss eloszlds szerint, a
kiilsnbéz8 pontokban egymastol fiiggetleniil valasztjuk. Vagyis £ fehér zaj, melynek korreldcidja (§2) = D.

A misik problematikus tagnél szintén az alacsony impulzusi limeszt tartjuk meg. Mivel Im %7 (k) pératlan,
és pozitiv frekvencidkra negativ, ezért Im %" (ko) = —vko + . ... A hatds megfelel tagja Fourier térben

/ S () (—ivko) o (k) = / 2007016, (430)

Ez a tag tehat csillapodast ir le, amely az elveszett szabadsagi fokokba val6 szoréddsnak felel meg.

Van tehat két tagunk, amely a kiintegralt szabadsagi fokokat kiilonb6z6 mddon veszi figyelembe. Az egyik
a hidnyz6 allapotokba vald szérddéas miatti csillapitast adja, a masik a hidnyzo szabadsédgi fokok dinamikajat
reprezentalja zaj formajaban. Egyensilyban e kett6 hatas reldcioba hozhatd, hiszen alapjan

1
D = lim i%°*(k) = lim <2 + n(k0)> (—2Im (k) = 2Ty = D =2T~, (481)

k—0 k—0

ez a fluktudcio-disszpdcio tétel.
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6 Ward identities and Schwinger-Dyson equations: basic formula

Consider a path integral formula
Z[J] — /D(I)eis[é]-h]{)’ (482)

where ® and J denotes multiple fields and field currents, and multiplication is understood as spacetime-integral.
Perform a local transformation on the field integral variable, assuming that the corresponding Jacobian is unity:

0AD 0AD
O, = P, + ;A In Jacobi = In det (1 +e >

_ 2y L
55 =cTr 55 +0(%) =0. (483)

The change in the path integral

Z[J] _ /Dq)leis[q>’]+Jq>’ _ /Dq)6i5[¢'+sA¢']+J(q>+€A¢‘) _ /D(I)eis[¢']+J<I> <1 +'L€§7S +€JA(I)> —
(3

= Z[J] (1+i5<?§—iJA<I>>) . (484)
Therefore: 55
— —iJ;A®; ) =0. 4
<5€Z_ iJ; 1> 0 (485)
This is true for any transformation.
We can determine this formula for the generating functionals Z[J] = €’"[/l. Then we should take into
account that & — %, and so
1 ) ; ) ; o ow
[0 _ - — 7 — —iW e W — v 2 4
@) =50 (57) 2 =1 (55) e =1 (5 +i%7 ) (456)
With the effective action
or ) 0P o §%iW 6 0
iL[®] = (3 —-Jo — =1 —=——=——=iG—. 4
TRl=Wil=Je)| o % 5T a2 s Vse (487)

o

J

we find, this time writing out the indexes explicitly:

. )
(f(®) = f|®i+iGij— ). (488)
0P,
Therefore 55 5 5T 5
We can also stay in the original formalism and take n-th derivative with respect to Jg,, ... Ja,:
5S R
5o AR | Bar. By, i > iy Pa1 . oy, ADa, Py, ... Do, ) =0 (490)
v k=1

In the physical vacuum J = 0, and we find

58 -
<5si¢‘“ . @an> = ;1 Siag (Pa1 .. Py ALy, Dy, ... 0o, ). (491)

7 Applications

We should emphasize that (485) and (489) are true for any transformation e!. Specifying the form of the
transformation leads to different applications.
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8 Equation of motion

The most simple application is when the transformation is a simple shift of the field value, that is ®/(z) =
®;(z) +¢e(x)d;;. Then A®; = §;; and the derivative with respect to ¢ is the same as the derivative with respect

to ®;. This leads to
oS . 08 or

These are the generating forms of the Schwinger-Dyson equations. In particular for the physical vacuum J = 0

and so 55 55 5
<(M)Z> =0 or (<I> +1G— )

0D, 0P
Taking its derivative with respect to J,,,...J,, we find in the physical vacuum J = 0 (cf. (491))

=0. (493)

phys phys

5S =
<5®¢)‘“' > Z tar (Pa1 - Pay oy - P, ) (494)
(3 =1
8.1 &* model
The Lagrangian
A oL A g
== - = =Kd— 293, 4
L= cblob S = s =ke-7 (495)

First consider the 1-point function (at J=0)
A

3
K:®, — 6 <<I>x> =0. (496)
First let us write it in connected form:
A A
(/@ - gcpg - 2@'Gm) D, — —ZGfﬁM =0. (497)
The 2-point function reads:
Ko (©:P,) <<1>3 y) = 0y (498)
First let us write it in connected form:
A A A /\ A A A .
(/cw — 5iGrr — 6@3) D, D, + (/cw = 5iGaa — 5 ) zGly——@sz&iy 20,iGE) — szmy 02y (499)
From the 1-point function we can write
AL A ) A A ,
(/cr — 5iGas = 2@3) iGay = 5 @G, = S®yiGHY, — sz;‘;)Iy = i0zy. (500)

Although this is the general form (which is valid for non-equiliubrium case, too), but let us restrict ourselves to
equilibrium, where space-time translation invariance holds. Then ®, = ® position independent and G, = Gy.
We also denote the non-derivative part of X — —M?

A A , A A :
(1@1 — 5iGo - 2@?) iGay = 102y + 5 PG, + SPyiGL, + fzc;;*}w (501)

Now write it as a function of proper vertices

A
1Ga1GyiGay + SO i 0iG oy iGaer +

xz'y'z
3 Yy

A A . ) A3
(/cw ~ iGo ~ 2q>2> iGay = 16y + §q>zr§c,_3,z

A
+— [zf(% 11w VG 2 1Gyr 28G5 310Gy + 32Gm/sz/zF ! szw/zF fyt ,ZG@«Z!ZG@Q%

x'y' 2w
6
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In this formula all the T" n-point functions also depend on the field ®. Because of the ® — —® symmetry, at
@+ 1|4_ = 0. This means that iT®) = U®, so we can write

A A AD2 AD?
(/cw ~ iGo ~ 2@2> iGy = iy + Uty iCas Gy iGiy + 5= Usry 211G iGuyiGiosr +

AD2 A
551G iGuy UsryraiGuuns U st iGissriGury + iT8) 0 1GaraiGyaiG o iGRH3)

For & = 0 symmetric case it reduces to
A . iy A ) . . . .
Ky — §ZG0 1Gpy = 105y + s i w G2 21G 2 1G 11 Glyry. (504)

x/y’z’

8.2 QED equations of motion
The Lagrangian

L= —iF,WFW + U((i0, — eA, )" —m)W. (505)
The ¥ equation of motion
(5£ij) = ((10, — eA )V —m) . (506)
So the equation of the 1-point function is trivially zero, for the 2-point function we obtain
(i — m) (B(@)T(y)) — er” (4, (@) ¥() ¥(y)) = id(x — y). (507)

To write it as a function of proper vertices we shall take into account that, because of perturbation theory:
<Au(x)0[\fl, \Il]> = iGu(z — ) <(—ie)@(x)w(x) O[¥, xp]> = Gz — )i <j"(x) O[d, xp]> . (508)

We have now O = ¥(z)¥(y); at tree level a similar expression is evaluated as
() P()y" ¥ (2)¥(y)) = iG(y —2)y"iG(z = 2). (509)
motivated by this form we write for the general case
(" () ¥ (y)¥(2)) = —eiG(y — w) T*(z;u,v) iG(v — 2). (510)
Therefore we can write
(i) —m)G(x —y) = 0(z — y) + iV G (z — 2) Gz — u) T (2;u,v) G(v — y). (511)

This expression yields correctly the one-loop result with the substitution G — Gy on the right hand side.
We can also write it as an expression for the self-energy:

Y(x,y) = —ie27“GW(x —2)G(x —u) T (z;u,y). (512)

8.3 Keldysh formalism
We can consider first ®* model in the Keldysh formalism, where we write for the Lagrangian

L= L[D] — L]Ds]. (513)
This description fits in the generic framework, since

oL oc

=i h = (=1L 14
00, Aips - where «; = (—1) (514)
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Therefore
875
0P

In particular for the 2-point function:

By ... q>an> =i Z Siap (a1 Pap  Payry - Pa ) - (515)
O=7,;

(23 (2)®;(y)) = icid(x — ). (516)

In the symmetric phase this is equivalent to

A A
<’Cz - iG“-(O)) Gij(w—y) = aib(z—y)+ £ G (z—2") Gy (z =y ) Girs (v 2') D5 (@ g 2 w') Gos(w' —y).

2
(517)
With the definition of the self-energy we have to take care, since it is defined as
Gij = Gz(';]) +GYsGy, (518)
and so we find
Oéi/\ . Oéi)\
Yz —y) = N iG3(0)d5 + ?GW (x —2")Gij(x —y) G (. — 2') Fgflj),k,j(x’, v, 2 y) (519)
In a similar way, for the QED in Keldysh formalism we obtain
Eab(ir7 y) = _Z'aie2’yMGuu,aa’ (.’E - Z) gbb’ (.’E - U) FZ’b’b(z; u, y) (520)

9 Ward identities from a global symmetry

If the transformation ® = ® + eA® corresponds to a global symmetry of the system, then the derivative is

oS .
5o = Ot (521)

We remark here that j# is the conserved current while J is the current assigned to the field. In this way we
obtain

) or ]
T AD » .~ 0\ _ ol 0
(Ougt —1J;A%;) =0 or Ouj (<I> + ZG(S(I)) (5<I>A(I) <<I> + ZG(S(P) . (522)
For the n-point function we find from (491
Op (J1'®a1 . Pa,) =1 Siay (Par - Pay_, AP Pa, ., ... Py, ). (523)
k=1

From here we can proceed by integrating out the ¢ variable and obtain

n

0= (Pa1... o, ,ADa, P, ... Da,). (524)
k=1

The right hand side is the total change in the expectation value
0=A(D,,...D,,). (525)
In case of linear transformations A®; = T;;®;, and we can write from the effective action form

or

0=S" -
— 0D,
ij

T, (526)
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For the effective potential it reads

1% 0?V )%

—T;;®; = ———T;i®; + —T; = 0. 2
o, I 0 = 93,00, 141t g, ik 0 (527)
This means that at J = 0 where the constant part of the field satisfies 9V/90®; = 0, we find for the second
derivative

0%V
— T,:®. =0, 2
therefore (if ® = 0) for all generators of the symmetry there exists a null-vector of the mass matrix (Goldstone
theorem).
Now let us write up the original formula for two fields
9 (Gu(@)@i(y)pj(2)) = 10(x — y)Tin (Pr(y) i (2)) + 10(x = 2)Tjk (i (y)er(2)) (529)

which implies, using the proper (1PI) vertex representation of the left hand side:
iGiir(y —y')iGy (2 — 2') Op Ui (2, 2) = i6(x — y) Tin iGn (2 — y) +i0(x — 2) Ty iGa(y — 2).  (530)
In Fourier-space
Gi (p)Gjj () (—ik )Ty 5 (b p, @) = TinGji(a) + TinGik(p),  and  k+p+q=0. (531)

Multiplying with the inverse propagators

(—ik )55 (k. p, q) = Gii (0)Thy + G0 ()T (532)
A special case is when the propagation is diagonal and T;; = —Tj;, then
(=) T35 (ko2 q) = Ty (G () = G (a) - (533)

9.1 QED current conservation

In QED the Lagrangian
1 -
L= _ZFMVFW + U((id, — eA )Y —m)W. (534)

The phase transformation
U = e~ ey, U =, = AU = —ijeV, AV = jeVl. (535)

The corresponding electric current

6L =eU" U0 = jH=—elUy U, (536)
Take the expectation value
Oy (7" ()T (y)(2)) = i (6(z — y)(—ie) (L(y)¥(2)) + d(z — 2)(ie) (¥ (y)¥(2))) - (537)
The expectation vale at left hand side at tree level reads
— e (UYL (e)"U(2)¥(y)) = —eiG(y — )" iG(zx — 2). (538)

motivated by this form we write for the general case
(7"(2) ¥ (y)¥(2)) = —eiG(y — u) " (3 u,v) iG (v — 2). (539)
So we find
Gy — ) i0z I (w5 u,v) G(v — 2) = 6(x — 2) Gy — 2) — (2 — y) G(y — 2). (540)
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For Fourier transformation we use a negative momentum for ¥, and we obtain

G(p) kT (ksp, ) G(g) = (2m)*9(k +p — q) (G(p) — G(q)) - (541)
If the Dirac-delta part is taken into account implicitly, then we can write
kL (ksp,q) = G g) — G (p). (542)
With self energy expressions G~! = Gy 1 _ %, and with the tree level propagator Gy 1(p) = p —m, we find
Go'(a) =Gy D) =d—p=F, (543)
and so
ku I (kip,q) = kuy* + E(p) — E(q)- (544)

We remark that if there are several fields (like in the Keldysh-formalism), then additional Dirac-delta com-
ponents appear:

By (78 (@) Ty (y)Te(2)) = 1 (6(2 — y)dap(—ie) (Yo (y)Te(2)) + 3(x — 2)dac(ie) (Po(y)Pe(2))) - (545)
Therefore
Gopr (y — ) 105, T, (230, 0) Goro(V — 2) = 6(x — 2)0ac Goe(y — 2) — 6(x — ¥)0ab Goe(y — 2). (546)

For Fourier transformation we use a negative momentum for ¥, and we obtain

G (p) kurgb/c/ (k§p7 Q) gc’c(Q) = 6acgbc(p) - 5abgbc(Q)- (547)
Then we find finally
kTl o (ks D @) = 0ab Gy (4) — 6acGi (P)- (548)
With self-energy, using the definition G~! = Gg* — %, and G,' (p) = udap(pp — m), we find
kMFZbC(k;p, Q) = 5abcaaku7u + 5ac2bc(p) - 5ab2bc(q)~ (549)

Appendix

A Relations of 1PI, connected and disconnected correlation func-
tions

The relation of the n-point functions of the connected and 1PI case:

50
53, o
22T 82w

_o oW I, =6
50,00y, 0J0d, ik Tkt = Oit
zl—‘g)])c ’LG”/ iij/ ink’ = iGE?},k/

ZF(W 1Gii 1G5 iGrry 1Gep + 1G5 1Gry ZF(]k 1Giq zFabc 1Ghir 1Gepr + -+ = iGEflj),k,e,. (550)

We also remark that the connection between the connected and disconnected diagrams:

) 1
Z = GZW = ZZz(l) = @i, EZz(jz) = (I)iq)j + lGU

= 0@y, + (@4iGp, +...) + G,

fzfj,zf ®; ;P Dy + (Pi®iGre + .. ) + (iGijiGre + iGiiGe + iGigiGre) + (®iG +...) + G 451)
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